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Aussagenlogik

Wie ist die Menge der Aussagensymbole
definiert?

Aussagenlogik

Wie ist die Syntax der Aussagenlogik
definiert?

Aussagenlogik

Was versteht man unter einer Belegung?

Aussagenlogik

Wie ist die Menge der aussagenlogischen
Formeln?

Aussagenlogik

Wie kann die Belegungsfunktion zu einer
Auswertungsfunktion fiir aussagenlogische
Formeln erweitert werden?

Was macht man mit einer
Belegungsfunktion, um die Semantik einer
aussagenlogischen Formel zu definieren?

Aussagenlogik

Wieso kann die Auswertungsfunktion auf
diese Weise rekursiv definiert werden?

Aussagenlogik

Wie lautet der Rekursionssatz?

Aussagenlogik

Was liefert <o > (a AbV ¢)?



Sei ¥ :={A,0,(,), T,L,~,V,A,—} das Alphabet der Aus-
sagenlogik

(1) AS:={A0'A | i € No} Menge der Aussagensymbole
(2) Menge AF C ¥* der aussagenlogischen Formeln

— A0'A € AF fiir alle i € Ny

— {T,1} C AF.

_ {“"O{”7“(a\/ﬁ)’7, “(a/\ﬁ)”,“(a N ﬁ)w} g 14}717 falls
a,f e AF.

— Keine weiteren Elemente gehoren zu AF.

AS = {A0'A | i € No} Menge der Aussagensymbole

Menge AF C ¥* der aussagenlogischen Formeln
o A0'A € AF fiir alle i € N,
o {T,L} CAF.

° ‘{““O[”,“(Ot Vi ﬁ)”,“(a A ﬁ)”’ “(Oé — 6)77} g AF’ falls
a,3 € AF.

e Keine weiteren Elemente gehtren zu AF'.

Eine Belegung der Aussagensymbole ist eine Abbildung o :
AS — {0,1}. Es sei BEL := {0,1}*% die Menge aller
Belegungen.

Mit der Definition geeigneter Funktionen koénnen die aussa-
genlogischen Formeln mit Hilfe einer Peano-Algebra erzeugt
werden. Damit 148t sich der Rekursionssatz anwenden. Die
aussagenlogischen Formeln sind eindeutig zerlegbar, damit
ist die Existenz der Funktion h des Rekursionssatzes intui-
tiv klar.

Zu jeder Belegung o € BEL sei die Auswertungsfunktion < o >: AF —
{0,1} von den Formeln in die Menge {0,1} der Wahrheitswerte rekursiv
wie folgt definiert:

<o>(T) =1

<o> (1) =0

< o> (B) = o(B)

<o > (“ma”) = lgdw. <o > (a)=0

<o>(avp)) = lgdw. <o>(a)=1oder <o>(B)=1
<o>Fanp)) = lgdw. <o>(a)=1und <o > (B)=1
<o>(a—p)) = 1gdw. (<o > (a) =1 impliziert <o > (8) =1)

fiir alle B € AS und o, € AF.

Der Ausdruck ist nicht definiert, da keine Prioritéitenrege-
lung existiert. Man muss klammern.

Es sei v : I — Ny eine Signatur, und es sei AL = (U, f)
eine Peano-Algebra der Signatur v. Es sei Y # () eine Menge,
und fiir jedes i € I sei

hy U0 x YY) L,y

eine Funktion. Dann gibt es genau eine Funktion b : U — Y
mit

h(fi(.'L‘l, ...,my(i))) = hi(xl, ...,x,,(i), h(ml), ceey h(l‘y(i)))

fir alle s € I und @1, ...,2,(;) € U.



Aussagenlogik

Wie ist die Semantik der Aussagenlogik
definiert?

Aussagenlogik

Was bedeutet im Rahmen der
aussagenlogischen Formeln erfiillbar, was
allgemeingiiltig?

Aussagenlogik

Kann die Allgemeingiiltigkeit einer
aussagenlogischen Formel entschieden/
bewiesen werden?

Aussagenlogik

Ist die Menge der nicht erfiillbaren
Formeln entscheidbar?

Aussagenlogik

Welchen Aufwand beantsprucht die
Entscheidung der Allgemeingiiltigkeit
aussagenlogischer Formeln?

Aussagenlogik

Gibt es schnellere Verfahren zur
Entscheidung aussagenlogischer Formeln?

Aussagenlogik

Was heif3t NP-vollstandig?

Aussagenlogik

Warum kann die Wahrheitstafelmethode
angewendet werden, wenn es doch
unendlich viele Belegungen gibt?

Die Menge der Belegungen ist ja
iiberabzédhlbar groff. Wieso kann trotzdem
die Erfiillbarkeit getestet werden?



erfiillbar

a heifit erfillbar, gdw. es eine Belegung o € BEL gibt mit
<o>(a)=1.

allgemeingiiltig

« heifit allgemeingiiltig oder auch tautologisch, gdw. « fiir
alle Belegungen o € BEL erfiillbar ist, also < o > (a) =
1 Vo € BEL gilt.

Durch die Belegung o und die Auswertungsfunktion < o >

Ja, mit der Wahrheitstafelmethode.

Die Allgemeingiiltigkeit kann mit der Wahrheitstafelmetho-
de entschieden werden.

Wahrscheinlich nicht, da das FErfiillbarkeitsproblem NP-
vollsténdig ist.

Fiir n Aussagensymbole braucht man 2™ Zeilen und es miis-
sen mindestens (n—1) Junktoren aufgrund der Definition der
aussagenlogischen Formeln beriicksichtigt werden, so dass
mindestens (n — 1) -2"  elementare* Operationen zu berech-
nen sind, um die Wahrheitstafel vollstdndig zu berechnen.

Das Koinzidenzlemma besagt, dass der Wert einer Formel
nur von der Belegung der in ihr vorkommenden Aussagen-
symbolen abhéngt.

Fiir alle @ € AF sei AS(a) C AS die Menge der in a vor-
kommenden Aussagensymbole. Man kann die Funktion AS
rekursiv definieren durch:

AS(T) = AS(L) = 0,
AS(B) = {B} fiir B € AS
AS(—a) = AS(«)
AS(aV B) = AS(a A B) = AS(a — ) = AS(a) U AS(B)
Es sei @ € AF. Ferner seien 0,0’ € BEL mit o(B) = ¢/(B)

fiir alle B € AS(«).
Dann gilt < 0 > (a) =< o’ > ().

P ist die Klasse aller Sprachen, die sich in polynomialer Zeit
entscheiden lassen. NP ist die Klasse aller Sprachen, fiir die
ein nichtdeterministisches Beweisverfahren mit polynomia-
ler Rechenzeit existiert. Man weifl bis heute nicht, ob P =
NP ist, aber man glaubt es nicht. Sollte das Wahrheitstafel-
problem in P liegen, so gilt P = NP (da NP-hart).



Aussagenlogik

Wie lautet der Kompaktheitssatz der
Aussagenlogik?
Bei der Erfiillbarkeit von unendlichen
Mengen, was machen wir denn da?

Aussagenlogik

Was heift ,,endlich erfiillbar® in der
Aussagenlogik?

Aussagenlogik

Was ist eine Erfiillungsmenge?

Priadikatenlogik

Was bendétigt man fiir die
Pradikatenlogik?

Pradikatenlogik

Was ist ein Typ?

Pradikatenlogik

Definition der (préadikatenlogischen)
Terme.

Priadikatenlogik

Wie sind die pradikatenlogischen Formeln
definiert?

Priadikatenlogik

Was bedeutet ..t frei fur yin o“?



X heif3t endlich erfillbar, gdw. Y erfiillbar ist fiir jede end-
liche Teilmenge Y C X.

Es sei X C AF eine Menge von Formeln und es sei o € AF'.
Dann gilt:

(1) Erf(X) = 0 Al gdw. Erf(Y) = 0 fiir eine endliche
Menge YV C X.

(2) Erf(X) # 0 gdw. X endlich erfiillbar ist.
(3) X Eaflgdw. Y | « fiir eine endliche Menge Y C X.

Hinweis: Die erste Definition wird fiir den Beweis der rekursi-
ven Aufzihlbarkeit der allgemeingiiltigen aussagenlogischen
Formeln benétigt.

SErf: Erfiilllungsmenge
b= logische Konsequenz, logische Implikation

Fiir die Priadikatenlogik benétigt man ein Alphabet, Variablen,
Funktions- und Pradikatsbezeichner. Die Definition lautet:
(1) Die Menge Xp = {z;0;(;);,;ViA; = Vi3 Ry f; T L}
ist das Alphabet der Pridikatenlogik
(2) Var :={z0"z | n € No} heifit Menge der Individuenvaria-
blen, kurz Variablen
Prid := {RO"RO0™R | n,m € No} Menge der Prdidikatsbe-
zeichner.

Funk := {f0"f0™ f | n,m € No} Menge der Funktionsbe-
zeichner.

(3) p: PridU Funk — Ny definiert duch p(b0"00™b) := m
fiir alle m,n € No und b € {f, R} heifit Stellenzahlfunktion,
m = p(b0"b0™b) Stelligkeit des (Prédikats-, Funktions-)
Bezeichners 50™b0™b.

Erf(X):={o € BEL| <o > () =1firalle 8 € X}
heifit Erfillungsmenge von X.
Schreibweise: Erf(a) := Erf({a}) fir « € AF.

Essei 7 = (I, J) ein Typ. Die Menge T'm, C 3% aller prddi-
katenlogischen Terme vom Typ T sei wie folgt als Erzeugnis
definiert:

(1) “y” € TM, fiir alle y € Var.

(2) Fiir alle h € J ist “h(ti,....tumn))” € Tm,, falls
{tl,...,t#(h)} g TmT.

(3) Keine weiteren Worter aus X% sind Elemente von
Tm.,.

Ein Typ ist ein Paar 7 = (I, J), wobei I C Prad und J C
Funk.

t frei (zur Substitution) fir y in « bedeutet, dass nur Er-
setzungen solcher freien Variablen y in o durch Terme ¢ be-
trachtet werden, bei denen keine in ¢ vorkommende Variable
z in den Wirkungsbereich einer Quantifizierung “3z” oder

“Vz” von « gerét.

Definition:

Esseiy € Var,und es sei t € T'm. Wir definieren eine von y und t abhéngige
Funktion G : PF — {0, 1} rekursiv wie folgt:

G(w) = 1 fiir alle « € PAT

G(=8) — 1gdw. G(8) = 1

G((ﬁl \ ﬁ2)) = 1 gdw. G(ﬁl) =1 und G(ﬁg) =1

G((B1AB2)) = 1gdw. G(B1)=1und G(B2) =1

G((B1 — B2)) = 1gdw. G(f1) =1und G(B2) =1

G(VzB) = 1 gdw. y # Fr(Vz3) oder (G(B8) =1 und z # Vk(t))
G(328) = 1 gdw. y # Fr(3z3) oder (G(B) =1 und z # Vk(t))

fiir alle 3, 81,82 € PF und z € Var.

Dann sagen wir: ,Der Term ¢t ist frei fir die Variable y in der Formel o,
gdw. G(a) = 1.

Sei 7 = (I, J) ein Typ.

(1) Die Menge PAT. := {“Q(t1,..tu) | Q@ €
Lity, ..., tyo)y € Tm.} U{T,L} C X% heiit Menge der
(pridikatenlogischen) Primformeln oder Atome vom Typ
T.

(2) Die Menge PF. C X} aller (pridikatenlogischen) Formeln
vom Typ T sei wie folgt als Erzeugnis definiert:

e PAT, C PF;.
e “ma” € PF;, falls a € PF;.

o {“(anp)”,“(avp),“(a — B)’} C PF;, falls {«a, 8} C
PF,.

e Fiir alle y € Var ist “Vya” € PF: und “Jya” € PF;.

e Keine weiteren Zeichenreihen iiber X p sind Elemente
von PF;.



Pradikatenlogik

Wie ist die Struktur definiert?

Priadikatenlogik

Wie ist die (pridikatenlogische) Belegung
definiert?

Priadikatenlogik

Wie ist die Semantik der Pradikatenlogik
erster Stufe definiert?

Priadikatenlogik

Wie ist Ws(t)(o) definiert?
Wie koénnen Terme ausgewertet werden?
Was ist der Wert der
Auswertungsfunktion fiir Terme?

Pradikatenlogik

Wie ist WWgs(a)(o) definiert?
(Genaue Definition hinschreiben)
Was ist WWs(a)(o) fiir eine Funktion?

Pradikatenlogik

Definieren Sie fiir pradikatenlogische
Formeln die Giiltigkeit in Strukturen.

Priadikatenlogik

Wann ist eine pradikatenlogische Formel
giiltig?

Priadikatenlogik

Was bedeutet S = a(o), S E a, F a?



Sei 7 ein Typ und S eine 7-Struktur mit Tréagermenge S.

(1) Eine Belegung der Variablen iber S ist eine Abbildung
o:Var — S.

(2) Fiir Belegungen o vereinbaren wir die folgende von der
Aussagenlogik her gewohnte Schreibweise: Ist a € S
und z € Var, so sei o[x/a) : Var — S definiert durch

olofal) ={ 4 e 1

fiir alle y € Var; wir sagen: o[x/a] ist die Abinderung
von o an der Stelle x durch a.

(3) Es sei Belg := {o | 0 : Var — S} die Menge aller
Belegungen der Variablen iiber S.

Sei 7 = (I,J) ein Typ. Eine (mathematische) Struktur vom
Typ T, kurz: eine 7-Struktur, ist ein Tripel

S§=(5,P,g),
so dass gilt:

(1) S ist eine nicht leere Menge. S heifit Triger(menge)
oder Individuenbereich von S.

(2) P ist eine Abbildung, die jedem R € I eine u(R)-
stellige Relation auf S zuordnet, also P(R) =: P C
SHB) figr alle R € 1.

(3) gist eine Abbildung, die jedem f € J eine u(f)-stellige
Funktion g(f) =: gy : S#f) — S zuordnet.

Die Abbildung Ws : Tm — (Bels — S) sei rekursiv
definiert durch

Ws(xz)(0) = o(z)

Ws(f(t, - tun))(0) = gr(Ws(t1) (@), s Ws(tu(5)) ()

fir alle z € Var, f € J, t1,....;t,5) € Tm und fiir alle
Belegungen o der Variablen iiber S.

Man nennt Ws(t)(o) den Wert des Terms ¢ in der Struktur
S unter der Belegung o.

Die Semantik ist immer auf Grundlage einer Struktur und eines Typs defi-
niert. Sei 7 = (I, J) ein Typ und S = (S, P, g) eine 7-Struktur.

(1) Die Abbildung Ws : Tm — (Bels — S) [] sei rekursiv definiert
durch
Siehe Fragenkarte zu Ws(t)(o)

(2) Sei WWs : PF — (Bels — {0,1}) durch folgende Rekursions-
gleichungen bestimmt:
Siehe Fragenkarte zu WWs(a) (o)

(3) Es sei v € PF eine Formel und o € Bels eine Belegung. Statt
WWs(v)(o) = 1 schreibt man auch S = (o) und sagt: v gilt in S

unter o. Statt WWs(v)(o) = 0 schreibt man auch § £~ (o) und
sagt: v gilt nicht in S unter o.

Besonders wichtig: Die genaue Abbildungsvorschrift mit der Bildmenge
— (Bels — S) bzw. — (Bels — {0,1}) der beiden Funktionen.

*(Bels — S) := {f : Bels — S} sei eine Bezeichnung fiir die
Menge aller Funktionen von Bels nach S.

Sei « € PF und S eine 7-Struktur.

(1) « heifit giiltig in der Struktur S, oder S heifit Modell
von «, in Zeichen: § | a, gdw. § = «(o) fir alle
Belegungen o € Bels.

(2) Allgemeingiiltigkeit liegt vor, gdw. a in allen 7-
Strukturen giiltig ist.

Sei WWs : PF — (Bels — {0, 1}) durch folgende Rekursionsgleichun-
gen bestimmt:

WWs(T)(o) = 1

WWs(l)o) =0

WWS(R(tl’ 0y t,u(R)))(U) =1 gdw. PR(WS(tl)(U)v s Ws (t/L(R))(U))H
WWs(—a)(o) 1 gdw. WWs(a)(o) =0

WWs(a A B)(o) 1 gdw. WWs(a)(o) =1 und WWs(B)(o) =1

@)
WWs(aV B)(o) 1 gdw. WWs (ag(a) =1 oder WWs(B)(o) =1

WWs(a — B)(o) . WWs(a)(o) = 1 impliziert WWs(8)(o) =1
WWs(Vza)(o) 1 gdw. WWs(a)(o[z/a]) =1 fir alle a € S
WWs(3za)(o) 1 gdw. es gibt ein a € S mit WWs(a)(o[z/a]) =1

L [ T
-
) 09
< o
s

fir alle R € I, t1,....,t,r) € Tm, o, € PF, z € Var und o € Bels.
Man nennt WWs(v)(o) den Wahrheitswert der Formel v in der Struktur
S unter der Belegung o.

PR(31:~~~:3/,L(R)) = (Sl»nws,u(R)) € Ppr

S Ea(o) : Sei a € PF eine Formel und o € Belg eine
Belegung.

S | a(o) heiit o gilt in S unter ¢ und bedeutet
WWs(a)(o) = 1.

Besonders wichtig: Die Bedeutung ist mit Hilfe der
Funktion WWgs auszudriicken!

S | a : aheift giiltig in der Struktur S, oder S heifit Modell
von «, in Zeichen § = a, gdw. S | «(o) fiir alle
Belegungen o € Bels.

E a : «a ist allgemeingiiltig bzw. « ist die logische Konse-
quenz der leeren Menge () = av.

Wenn es eine (7-)Struktur gibt, in der sie giiltig ist.



Pradikatenlogik

Wann heif3t eine pradikatenlogische
Formel erfiillbar?

Priadikatenlogik

Ist die Menge der allgemeingiiltigen
priadikatenlogischen Formeln rekursiv?

Priadikatenlogik

Wie kann man zeigen, dafl die Menge der
allgemeingiilitgen prédikatenlogischen
Formeln nicht rekursiv ist?

Priadikatenlogik

Kann man auch etwas Positives iiber die
Menge der allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Formeln sagen?

Pradikatenlogik

Was ist eine pranexe Normalform?

Pradikatenlogik

Wie verhélt sich eine Formel in
Pranexnormalform zur Ausgangsformel?

Priadikatenlogik

Wie funktioniert die Skolemisierung? (an
einem Beispiel zeigen)

Priadikatenlogik

Wozu wird die Skolemisierung benotigt?
Ist das nicht ein grofler Eingriff in die
Formel?



Nein, der Beweis erfolgt durch Reduktion auf eine bekannte
nicht entscheidbare Menge, die ansonsten bei Rekursivitit
der allgemeingiiltigen Formeln entschieden werden konnte.

Eine Formelmenge heif3t erfiillbar, wenn sie ein Modell be-
sitzt.
Sei X C PF und o € PF.

(1) SeiS eine 7-Struktur. S heifit Modell von X, gdw. S =
g fir alle 8 € X. Wir schreiben in diesem Fall auch
SEX.

(2) X heit erfillbar, gdw. es ein Modell von X gibt. o €
PF heit erfiillbar, gdw. {a} erfiillbar ist.

Ja, sie ist rekursiv-aufzéhlbar

Durch Reduktion auf das Ableitungsproblem in Semi-Thue-
Systemen (STS), die nicht entscheidbare Mengen liefert. Die
Unentscheidbarkeit der Priadikatenlogik kann auf die Unent-
scheidbarkeit fiir STS reduziert werden. Damit ist auch die
Priadikatenlogik nicht entscheidbar.

(1) Zu jedem a € PF existiert ein 8 € PF in prénexer
Normalform mit e = . D.h. die Formel in Prénexnor-
malform ist logisch dquivalent [] zur Ausgangsformel.

(2) Es gibt eine berechenbare Funktion pn :C ¥} — X%,
so dass fiir alle Typen 7 und alle « € PF, gilt:
pn(a) € PF;, pn(a) ist in pranexer Normalform und

a = pn(a).

“a und [ sind in allen 7-Strukturen S dquivalent.

a € PF heiit in pranexer Normalform, gdw.

0 =“Qiz1 . Qurny’

ist mit Q; € {V,3} fixi=1,....,n, x; € Var und (i # j =
x; # xj furalled, j = 1,...,n) sowie v € QfrPF. Man nennt
~ die Matriz von a.

Die Entscheidbarkeit und Erfiillbarkeit bleibt erhalten, und
man kann sich auf die Untersuchung von Herbrand-Modellen
beschrénken.

Die Skolemisierung eliminiert bei einer geschlossenen Formel
[ in pranexer Normalform effektiv die Existenzquantoren, so
dass die resultierende Formel dieselben Erfillbarkeitseigen-
schaften wie 0 hat.

Beispiel
0 :=VaVy3zP(y, z, )

wird mittels einer berechenbaren Funktion f € Funk in Ab-
héngigkeit der vor “Jz” stehenden Variablen zu

B = VaVy Py, f(x,y), )

erfiillbarkeitsiquivalent. 8 und 3’ sind unterschiedliche For-
meln, die nur erfillbarkeitsiquivalent sind.



Pradikatenlogik

Wie verhélt sich die skolemisierte Formel
zur Ausgangsformel?

Priadikatenlogik

Definition des Herbrand-Modells.
Was ist eine Herbrand-Struktur, was ein
Herbrand-Universum?

Priadikatenlogik

Wie lautet der Satz von
Lowenheim-Skolem der Pradikatenlogik
und wie kann er bewiesen werden?

Priadikatenlogik

Was sind Instanzen (Definition) und wozu
dienen sie?

Pradikatenlogik

Definition des Kompaktheitssatzes der
Pradikatenlogik

Pradikatenlogik

Beweis der rekursiven Aufzéhlbarkeit der
Menge der allgemeingiiltigen Formeln?

Priadikatenlogik

Bleibt die Allgemeingiiltigkeit bei der
Allquantifizierung erhalten?

Priadikatenlogik

Warum wird im Beweis die
Nichterfiillbarkeit der negierten Formel
(—«v) abgepriift



Herbrand-Universum, Herbrand-Struktur
Sei 7 = (I, J) ein Typ mit p(f) = 0 fiir mindestens ein f € J (mindestens
eine Konstante).
(1) Es sei die Menge der Grundterme U, von 7 definiert durch
Ur:={te€Tm, | Vk(t) =0}

(d.h. U, ist die Menge der Terme, in denen keine Variable vor-
kommt). U, heiBt auch das Herbrand-Universum von .

(2) Eine Herbrand-Struktur iiber 7 ist eine Struktur H = (U,, Q, h),
so dass
hy(te, o tucpy) = “fl1, o tu)”
fiir alle f € J und t1,...,t,5) € Ur gilt.
Herbrand-Modell

Sei X C PF.. Ein Herbrand-Modell von X ist eine Herband-Struktur vom
Typ 7, die ein Modell von X ist.

Die beiden Formeln sind erfiillbarkeitsiiquivalent (nicht dqui-
valent!)

(1) Sei o =Vxy ... Vo, eine geschlossene Formel in Skolemscher Nor-
malform mit v € QfrPF und U sei das Herbrand-Universum des
zugrunde gelegten Typs 7.

Inst(a) := {Subll ' (y) | t1,...,t, € U}

L],y
heifit Menge der Instanzen von a.

(2) Sei X eine Menge von Aussagen in Skolemscher Normalform. Dann
ist

Inst(X) :=UJ{Inst(a) | « € X}

die Menge der Instanzen von X.

Eine Instanz von « ist eine Spezialisierung von a durch konstante Terme
fiir die Variablen. Eine Formel, die aus der Matrix von a durch Substitu-
tion entsteht. Der Vorteil ist, dass sich Instanzen hinsichtlich der Giltig-
keit in Strukturen wie aussagenlogische Formeln unter Belegung verhalten.
Aufgrund des Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik kann das Erfiillbar-
keitsproblem durch ,aussagenlogische“ Erfiillbarkeit endlicher Konjunktio-
nen gelést werden.

Zentraler Satz von Herbrand

Sei X eine Menge von Aussagen in Skolemscher Normalform. Dann ist X
genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Menge von Instanzen von X er-
fiilllbar ist.

Satz:
Sei X C PF; erfilllbar. Dann besitzt X ein Modell mit

abzéhlbar-unendlicher Tragermenge.

Beweis:

Da X erfiillbar ist, besitzt X ein Herbrand-Modell. Die Tra-
germenge, das Herbrand-Universum, ist jedoch abzihlbar-
unendlich definiert.

Sei ¥ = (Prad, Funk) und sei 7 = (I, J) ein rekursiver Typ (d.h. es seien
I und J rekursive Wortmengen). Dann gilt:

(1) {a € PF; | « allgemeingiiltig} ist rekursiv-aufzéhlbar.
(2) {a € PF; | a allgemeingiiltig} ist rekursiv-aufziéhlbar.

Beweis von (1)

Der Beweis erfolgt mit einem Verfahren, welches bei Eingabe eines Wortes
o € ¥} hilt, falls o eine allgemeingiiltige Formel ist, und andernfalls nicht
hilt. Eine geeignete Funktion ¢ 1afit sich finden, da 7 ein rekursiver Typ
ist.

« allgemeingiiltig
<~ ~Va nicht erfiillbar (Korollar 3.3.18)
<= f:=G(pn(—Va)) nicht erfiillbar (3.5.2, 3.5.5)
— Inst(B) nicht erfiillbar (Satz 3.6.7)
= I;l (Inst(3)) nicht erfiillbar (nach 3.6.9)
= I '(Inst(B)) nicht endlich erfiillbar  (Satz 2.4.8)
<= der obige Algorithmus hilt

Beweis von (2)

Da PF; eine Teilmenge von PF; ist bzw. der Durchschnitt der rekursiven
Menge PF, mit der rekursiv-aufzihlbaren Menge aus Beweis (1), ist {a €
PF; | a allgemeingiiltig} ebenfalls rekursiv-aufzihlbar.

Sei X C PF und a € PF. Dann gilt:
(1) X erfillbar <= X endlich erfiillbar.

(2) X = a <= es gibt eine endliche Teilmengemenge
YCXmitY Ea.

Weil dafiir ein effektives Verfahren existiert, was den Nach-
weis auf die Nichterfiillbarkeit der Aussagenlogik reduziert
und dort mittels des Kompaktheitssatzes (Satz 2.4.8) in ei-
nem endlichen Verfahren der Nachweis abschlieend erbracht
werden kann.

Ja, weil die Erfiillbarkeitseigenschaften bei geschlossenen
Formeln erhalten bleiben und wenn eine Formel allgemein-
giiltig (in allen 7-Strukturen giltig) ist, dann auch die all-
quantifizierte bzw. skolemisierte Formel.



Pradikatenlogik

Wieso wird im Beweis der rekursiven
Aufzédhlbarkeit der Allabschluss gebildet?

Priadikatenlogik

Wieso geht der Ubergang von der
Pradikatenlogik zur Aussagenlogik?

Priadikatenlogik

Was ist der Zusammenhang zwischen der
Pradikatenlogik mit und ohne Gleichheit?

Priadikatenlogik

Wo liegt der genaue Unterschied zwischen
der Pradikatenlogik mit und ohne
Gleichheit?

Pradikatenlogik

Was ist eine Kongruenzrelation?

Was ist eine Theorie?

Theorie

Beispiele einer Theorie!

Was heif3t ,, Theorien von Strukturen“?



Der Ubergang zur Aussagenlogik ist moglich, da durch die
Instanzierung in einer Herbrand-Struktur alle Quantoren
und Variablen ersetzt worden sind und somit eine Gleich-
schaltung der Syntax und Semantik erfolgt.

Weil der Satz iiber Herbrand-Modelle (Satz 3.6.4) nur fiir
Aussagen in Skolemscher Normalform gilt.

Der Unterschied liegt in der Faktorisierung. Durch Zusam-
menfassen der jeweils beziiglich einer Kongruenzrelation @
ununterscheidbaren Elemente einer 7-Struktur S zu Klassen
erhélt man eine neue 7-Struktur S/Q, die Faktorisierung
von S nach Q.

Sei X C PF, und S = (S, P, g) eine 7-Struktur. Dann gilt:

(1) Falls S ein (7,=)-Modell f] von X ist, dann ist S ein
Modell von X UK. fi

(2) Falls S ein Modell von X U K, ist, dann ist Q := P
eine Kongruenzrelation, und §/Q ist ein (7, =)-Modell
von X.

D.h.: Die (7,=)-Modelle von X sind die Faktoren der 7-
Modelle von X U K. Die Faktorisierung liefert die (7,=)-
Struktur. Aus der Kongruenzrelation P- in & wird also
durch Zusammenfassen jeweils kongruenter Elemente die
Gleichheit in der Faktorstruktur S/Q.

v=¢e [ mit 7= (1,J)
bsiehe Kongruenzrelation

Theorien sind Formelmengen, die widerspruchsfrei bzw. kon-
sistent sind.
Sei X C PF.

(1) X heifit widerspruchsfrei oder konsistent, gdw. fiir alle
Formeln a € PF gilt:
nicht (X E a und X E —a) (d.h. aus X folgt kein
Widerspruch).

(2) X heiit Theorie, gdw. X widerspruchsfrei ist und fiir
alle a € PF gilt:

XEa=aeX

Sei z; := x0'z € Var fiir i € N.
(1) Es sei Aq € PF, definiert durch
Aq = {Vzo zo=z0,VToVT1VZ2(T0=21 A T0p=T2 — T1=T2)}.
(2) Fiir R € I sei a(R) € PF; definiert durch

OL(R) = “Vzl-~»V$2“(R) (mlim“(R)+1 Ao Ny (R) ix?u(R)
AR(z1, .o, Tp(r)) — R(Tp(R)+15 -5 T2u(Rr)))™-

(3) Fiir f € J sei a(f) € PF, definiert durch

alf) = VL Vag () (@1 F T b1 A A T T2
— @ () EF @ 15 o)

(4) Es sei K, C PF, definiert durch
K. = Aqu{a(R)|ReI}u{a(f)|fe ]}

(5) Essei S = (S,P,g) eine 7-Struktur. Die Relation P~ C S X S heifit
Kongruenzrelation in S, gdw. S ein Modell von K, ist.

Die Theorie Th(S) einer 7-Struktur S ist die Menge aller in
S giiltigen Formeln.

(1) Sei 7 = ({<, =}, {0,1, +,}) ein Typ mit u(<) = u(=) = p(+) =
u(-) = 2 und p(0) = p(1) = 0. Sei ferner N die 7-Struktur (N, {(<
<), (5=, =)}, {(0,0), (1, 1n), (+, +), (') })-

Dann ist
Th(N) :={a € PF, | N E o}
die Theorie von N, die auch Arithmetik genannt wird.

(2) Sei = ({=},{e,0}) ein Typ mit u(-=) = p(o) = 2 und p(e) = 0.
Seien z,y,z € Var und sei GA C PF, die Menge bestehend aus
folgenden Formeln:

zo(yoz)

xT
€

VaVyVz(z oy) o z
Vr eox
Vriy yox

Dei Elemente von GA heilen Gruppenaziome,
Gr Th :={a € PF, | GA = o}

ist die Gruppentheorie.



Wie lauten die Gruppenaxiome?

Wie kann man Theorien erzeugen?

Ist die Menge der allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Formeln eine
Theorie?

Sind Strukturen durch eine Theorie
festzulegen?
Legen Theorien von Strukturen diese
eindeutig fest?
Kann man Strukturen durch eine
Formelmenge charakterisieren?

Theorie

Wird die Arithmetik (Theorie von N)
durch eine Formelmenge charakterisiert?

Warum hat ,,Th(N) UY* auch ein
Modell?

logische Programmierung

Begriff der Unifikation?

logische Programmierung

Was ist ein allgemeinster Unifikator?



e Als Menge der Konsequenzen, z.B.

Sei X widerspruchsfrei. Kons(X) = {a €
PF| X Ea}

e Durch Angabe einer Struktur und resultierender Kon-
sequenzenmenge.

Sei S eine 7-Struktur. Th(S) := {a € PF | S E
a} (Theorie von S)

Sei 7 = ({}, {e,0}) ein Typ mit u(=) = (o) = 2 und
u(e) = 0. Seien z,y,z € Var und sei GA C PF, die Menge
bestehend aus folgenden Formeln:

VaVyVz(zoy)oz = xo(yoz)
Vreox = 2z
Vedyyox = e

Die Elemente von GA heiflen Gruppenaziome,
Gr Th:={a € PF; | GA = a}

ist die Gruppentheorie.

Nein, Angabe von: Nicht-Standardmodell der Arithmetik
Sei N wie oben. Sei ferner c ein fiir den Typ 7 von A neues nullstelliges
Funktionszeichen. Sei

Y:={1+..41<c|n€&N}und

N —
n-mal

X :=Th(N)UY.
Offenbar ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Nach dem Kom-
paktheitssatz ist dann auch X erfiillbar. X besitzt nach dem Satz
von Loéwenheim-Skolem sogar ein Modell S mit abzdhlbarem Indi-
viduenbereich. In S sind also alle Formeln wahr, die in N gelten.
Allerdings gibt es in S, da S Modell von Y ist, auch sogenannte
Nicht-Standard-Elemente, die ,,grofler sind als jede ,,Standard-Zahl“
Ws(1+...41)(o) (n € N;o € Bels).
Damit kann die Einschrinkung von S beziiglich 7 nicht isomorph zu A/
sein. Man nennt S ein (abzahlbares) Nicht-Standard-Modell der Arith-
metik Th(N).

Ja, die Menge der Konsequenzen einer widerspruchsfreien
Menge ist eine Theorie, und die Menge der allgemeingiilti-
gen préadikatenlogischen Formeln ist die Menge der Konse-
quenzen der leeren Menge (die offensichtlich widerspruchsfrei
ist).

Offenbar ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Nach
dem Kompaktheitssatz ist dann auch X erfiillbar.

Nein, wie das Nicht-Standard-Modell der Arithmetik zeigt.

Ein Unifikator w von A heif$t allgemeinster Unifikator von
A, gdw. es zu jedem Unifikator v von A eine Spezialisierung
¥ gibt mit v =Y o w.

Sei A C Tm U QfrPF eine endliche und nicht leere Menge
atomarer Formeln oder Terme eines Typs 7. Eine Speziali-
sierung [ v f| heifit Unifikator von A, falls v(A) einelementig
ist. A heifit unifizierbar, falls es einen Unifikator von A gibt.
Eine Unifikation ist also eine simultane Substitution von
paarweise verschiedenen Variablen durch Terme, so dass ei-
ne endliche Menge atomarer Formeln in eine einelementige
Menge iiberfithrt wird.

%Eine Spezialisierung ist die simultane Substitution von Variablen
durch Terme
by ist das kleine griechische Ypsilon



