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1 Aussagenlogik

1.1 Wie ist die Syntax der Aussagenlogik definiert?

Def. 2.1.1
Sei ¥ :={A,0,(,), T,L,~,V,A,—} das Alphabet der Aussagenlogik
(1) AS :={A0°A | i € No} Menge der Aussagensymbole
(2) Menge AF C ¥* der aussagenlogischen Formeln
— A0'A € AF fiir alle i € N,
—{T,L} CAF.
— {“2a”,“(aV B3)",“(anp),“a— ()"} CAF | falls o, 5 € AF.
— Keine weiteren Elemente gehoren zu AF'.
1.2 Wie ist die Menge der Aussagensymbole definiert?
Def.
AS :={A0'A | i € No} Menge der Aussagensymbole 2.1.1(1)
1.3 Wie ist die Menge der aussagenlogischen Formeln?
Def.
Menge AF C ¥* der aussagenlogischen Formeln 2.1.1(2)

o A0'A € AF fiir alle i € N,
o {T,1}C AF.
o {“ma” “aVP), (aNpB) (a— p)"} CAF  falls o, € AF.

e Keine weiteren Elemente gehoren zu AF.

1.4 Was versteht man unter einer Belegung?

Def.
Eine Belegung der Aussagensymbole ist eine Abbildung o : AS — {0,1}. Es sei BEL = 223(1)

{0,1}4% die Menge aller Belegungen.
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1.5 Wie kann diese Funktion zu einer Auswertungsfunktion
fiir aussagenlogische Formeln erweitert werden?
Was macht man mit einer Belegungsfunktion, um die

Semantik einer aussagenlogischen Formel zu definieren?

Def.
Zu jeder Belegung o € BEL sei die Auswertungsfunktion < o >: AF — {0,1} von den 223(2)

Formeln in die Menge {0, 1} der Wahrheitswerte rekursiv wie folgt definiert:

<o>(T) =1

<o> (1) =0

< o> (B) = o(B)

<o > (“ma”) = lgdw. <o >(a)=0

<o>(avp)) = lgdw. <o>(a)=1oder <o > (f) =
<o>(anp)) = lgdw. <o>(a)=1und <o>(f)=1
<o> " a—p0)") = 1gdw. (<o > (a) =1 impliziert <o > () =1)

fiir alle B € AS und «, 8 € AF.

1.5.1 Wieso kann diese Funktion auf diese Weise rekursiv definiert
werden?

Mit der Definition geeigneter Funktionen kénnen die aussagenlogischen Formeln mit Hilfe einer
Peano-Algebra erzeugt werden. Damit 148t sich der Rekursionssatz anwenden. Die aussagenlo-
gischen Formeln sind eindeutig zerlegbar, damit ist die Existenz der Funktion A des Rekursi-
onssatzes intuitiv klar.

1.5.2 Wie lautet der Rekursionssatz? o 1o

Es sei v : I — Ny eine Signatur, und es sei AL = (U, f) eine Peano-Algebra der Signatur v.
Es sei Y # () eine Menge, und fiir jedes i € I sei

hi: U0 x vy — vy
eine Funktion. Dann gibt es genau eine Funktion A : U — Y mit
h(fi(mlv D) xu(z))) = hi(mla s Ly(i), h’(xl)a L) h('rl/(z)))
fir alle s € I und @y, ..., 2,5 € U,

1.5.3 Was liefert < o > (a AbV ¢)?

Der Ausdruck ist nicht definiert, da keine Prioritdtenregelung existiert. Man muss klammern.

1.6 Wie ist die Semantik der Aussagenlogik definiert?

Def. 2.2.3
Durch die Belegung o und die Auswertungsfunktion < o >
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1.7 Was bedeutet im Rahmen der aussagenlogischen
Formeln erfiillbar, was allgemeingiiltig?

erfiillbar
« heit erfillbar, gdw. es eine Belegung o € BEL gibt mit < o > (a) = 1.

allgemeingiiltig
a heifit allgemeingiiltig oder auch tautologisch, gdw. « fiir alle Belegungen o € BEL erfiillbar
ist, also <o > (o) =1 Vo € BEL gilt.

1.8 Kann die Allgemeingiiltigkeit einer aussagenlogischen
Formel entschieden/ bewiesen werden?

Die Allgemeingiiltigkeit kann mit der Wahrheitstafelmethode entschieden werden.

1.9 Ist die Menge der nicht erfiillbaren Formeln
entscheidbar?

Ja, mit der Wahrheitstafelmethode.

1.10 Welchen Aufwand beantsprucht dies?

Fiir n Aussagensymbole braucht man 2" Zeilen und es miissen mindestens (n — 1) Junktoren
aufgrund der Definition der aussagenlogischen Formeln beriicksichtigt werden, so dass mindes-
tens (n—1)-2"  elementare* Operationen zu berechnen sind, um die Wahrheitstafel vollstandig
zu berechnen.

1.11 Gibt es schnellere Verfahren?

Wahrscheinlich nicht, da das Erfiillbarkeitsproblem NP-vollstandig ist.

1.12 Was heiBt NP-vollstandig?

P ist die Klasse aller Sprachen, die sich in polynomialer Zeit entscheiden lassen. NP ist die
Klasse aller Sprachen, fiir die ein nichtdeterministisches Beweisverfahren mit polynomialer Re-

chenzeit existiert. Man weifl bis heute nicht, ob P = NP ist, aber man glaubt es nicht. Sollte
das Wahrheitstafelproblem in P liegen, so gilt P = NP (da NP-hart).

Def.
2.3.2.(1)
und (2)

nach
2.3.2,
Beispiel 1
und 2

vor 2.3.3

vor 2.3.3

vor 2.3.3
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1.13 Warum kann die Wahrheitstafelmethode angewendet
werden, wenn es doch unendlich viele Belegungen
gibt?

Die Menge der Belegungen ist ja iiberabzdhlbar groB3. Wieso

kann trotzdem die Erfiillbarkeit getestet werden?

Lemma
Das Koinzidenzlemma besagt, dass der Wert einer Formel nur von der Belegung der in ihr 2.4.1

vorkommenden Aussagensymbolen abhéngt.
Fiir alle o« € AF sei AS(a) C AS die Menge der in « vorkommenden Aussagensymbole. Man
kann die Funktion AS rekursiv definieren durch:
AS(T) = AS(1) =0,
AS(B) = {B} fir Be€ AS
AS(—a) = AS(«)
AS(aV (@)= AS(a A B) = AS(a — () == AS(a) U AS(P)
Es sei a € AF. Ferner seien 0,0’ € BEL mit o(B) = ¢/(B) fir alle B € AS(«).
Dann gilt < o > (a) =< o’ > («).

1.14 Wie lautet der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik?
Bei der Erfiillbarkeit von unendlichen Mengen, was
machen wir denn da?

Satz 2.4.8
Es sei X C AF eine Menge von Formeln und es sei &« € AF'. Dann gilt:

(1) Erf(X)=0f gdw. Erf(Y) = 0 fiir eine endliche Menge Y C X.
(2) Erf(X) # 0 gdw. X endlich erfiillbar ist.
(3) X | off gdw. Y |= « fiir eine endliche Menge Y C X.

Hinweis: Die erste Definition wird fiir den Beweis der rekursiven Aufzédhlbarkeit der allgemein-
giiltigen aussagenlogischen Formeln benotigt.

1.14.1 Was heiB3t dabei ,endlich erfiillbar*?
Def.
X heif3t endlich erfiillbar, gdw. Y erfiillbar ist fiir jede endliche Teilmenge Y C X. 2.4.6(2)

1.14.2 Was ist eine Erfiillungsmenge?

Def.
Erf(X):={c € BEL| <o > (§) =1 fir alle § € X} heit Erfillungsmenge von X. 2.4.6(1)

Schreibweise: Erf(a) := Erf({a}) fir o € AF.

'Erf: Erfiillungsmenge
2= logische Konsequenz, logische Implikation



2 Pradikatenlogik

2.1 Was benétigt man fiir die Pradikatenlogik?

Fiir die Priadikatenlogik benotigt man ein Alphabet, Variablen, Funktions- und Prédikatsbe-
zeichner. Die Definition lautet:

(1) Die Menge Xp :={z;0;(;);,; Vs A; —:;V; 3, R; f; T L} ist das Alphabet der Prddikaten-
logik

(2) Var :={xz0™z | n € No} heift Menge der Individuenvariablen, kurz Variablen
Prid := {R0"RO™R | n,m € Ny} Menge der Pradikatsbezeichner.
Funk .= {f0"f0™f | n,m € No} Menge der Funktionsbezeichner.

(3) w : Prid U Funk — Ny definiert duch p(b0"60™b) := m fiir alle m,n € Ny und b €
{f, R} heiBt Stellenzahlfunktion, m = u(b0"b0™b) Stelligkeit des (Pradikats-, Funktions-)
Bezeichners b0"b0™b.

2.2 Was ist ein Typ?

Ein Typ ist ein Paar 7 = (I, J), wobei I C Prid und J C Funk.

2.3 Definition der (pradikatenlogischen) Terme.

Es sei 7 = (I,J) ein Typ. Die Menge T'm, C X% aller pradikatenlogischen Terme vom Typ T
sei wie folgt als Erzeugnis definiert:

(1) “y” € TM, fiir alle y € Var.
(2) Fiir alle h € J ist “h(t1,...,tum))" € Tm,, falls {t1,...,t,m) } € T'm,.

(3) Keine weiteren Worter aus 3% sind Elemente von T'm,,.

2.4 Wie sind die pradikatenlogischen Formeln definiert?

Sei 7 = (I, J) ein Typ.

Def. 3.2.1

Def. 3.2.2

Def. 3.2.3

Def. 3.2.4
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(1) Die Menge PAT, := {“Q(t1,....ty)" | Q € Iit1,....,tuq) € Tm,;} U{T, L} C X} heifit
Menge der (pmdzkatenlogzschen) Primformeln oder Atome vom Typ T.

(2) Die Menge PF, C 3% aller (prddikatenlogischen) Formeln vom Typ T sei wie folgt als
Erzeugnis definiert:
e PAT, C PF,.
e “mq” € PF,, falls a € PF,.
{“(anB),“(aV (), “(a—p)"} C PF,, falls {a, B} C PF;.
Fiir alle y € Var ist “Vya” € PF, und “dya” € PF,.

Keine weiteren Zeichenreihen iiber X p sind Elemente von PF..

2.5 Was bedeutet ,,t fre: fur y in o*?

t frei (zur Substitution) fir y in « bedeutet, dass nur Ersetzungen solcher freien Variablen y
in a durch Terme ¢ betrachtet werden, bei denen keine in ¢ vorkommende Variable z in den
Wirkungsbereich einer Quantifizierung “dz” oder “Vz” von « gerit.

Definition:

Es sei y € Var, und es sei t € T'm. Wir definieren eine von y und ¢ abhéngige Funktion
G : PF — {0, 1} rekursiv wie folgt:

G(w) = 1 fir alle a € PAT
G(—p) = lgdw. G(B) =

G((B1V PB2)) = 1gdw. (51) = 1 und G(f) =1

G((f1 — (B2)) = 1 gdw. (ﬁl) =1und G(fy) =1

G(Vz0) = 1 gdw. y # Fr(Vzp) oder (G(B) =1 und z # VEk(t))
G(3z0) = 1 gdw. y # Fr(3z0) oder (G(8) =1 und z # VEk(t))

fiir alle 8, 31, 32 € PF und z € Var.
Dann sagen wir: ,Der Term ¢ ist frei fir die Variable y in der Formel o, gdw. G(a) = 1.

2.6 Wie ist die Struktur definiert?

Sei 7 = (I, J) ein Typ. Eine (mathematische) Struktur vom Typ T, kurz: eine 7-Struktur, ist ein
Tripel

S = (87 P7 g)?
so dass gilt:
(1) S ist eine nicht leere Menge. S heifit Trager(menge) oder Individuenbereich von S.

(2) P ist eine Abbildung, die jedem R € I eine u(R)-stellige Relation auf S zuordnet, also
P(R) =: Pr C S*H fiir alle R € 1.

(3) g ist eine Abbildung, die jedem f € J eine pu(f)-stellige Funktion g(f) =: g; : S*¥) — §
zuordnet.

10

Def.
3.2.13

Def. 3.3.1
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2.7 Wie ist die Belegung definiert?

Def. 3.3.2
Sei 7 ein Typ und S eine 7-Struktur mit Tragermenge S.

(1) Eine Belegung der Variablen tiber S ist eine Abbildung o : Var — S.

(2) Fiir Belegungen o vereinbaren wir die folgende von der Aussagenlogik her gewohnte
Schreibweise: Ist a € S und « € Var, so sei o[z /a] : Var — S definiert durch

)= { oy e "

fir alle y € Var; wir sagen: o[z /a] ist die Abdnderung von o an der Stelle x durch a.

(3) Es sei Belsg :={o | 0: Var — S} die Menge aller Belegungen der Variablen iiber S.

2.8 Wie ist die Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe
definiert?

Def. 3.3.3
Die Semantik ist immer auf Grundlage einer Struktur und eines Typs definiert. Sei 7 = (I, J)
ein Typ und § = (S, P, g) eine 7-Struktur.

(1) Die Abbildung Ws : Tm — (Bels — S)[] sei rekursiv definiert durch
Ws(z)(o) = o(z)
Ws(f(trs s tun))(o) = gr(Ws(t1) (@), ... Ws(tu(p) (@)

fir alle z € Var, f € J, t1,....,tu) € Tm und fiir alle Belegungen o der Variablen iiber
S.

Man nennt Ws(t)(o) den Wert des Terms t in der Struktur S unter der Belegung o.

(2) Sei WWs : PF — (Bels — {0,1}) durch folgende Rekursionsgleichungen bestimmt:

WWs(T)(o) =1

WWs(L)(o) =0

WWs(R(ty, ., tum)) (o) = 1gdw. Pr(Ws(t1)(0), ..., Ws(tuwr))(0))
WWs(—a)(o) = 1 gdw. WWs(a)(o) = ()

WWs(a A B)(o) = 1 gdw. WWs(a)(o) =1 und WWs(f8)(0) =1
WWs(aV G)(o = 1 gdw. WWs(a)(o) =1 oder WWs(B)(0) =1
WWs(a — B)(0) = 1 gdw. WWs(a)(o) = 1 impliziert WiWgs(5)(0) =1
WWs(Vxa)(o) = 1 gdw. WWs(a)(o[z/a]) =1 fir alle a € S
WWs(Jza)(o) = 1 gdw. es gibt ein a € S mit WWs(a)(o[z/a]) =1

fir alle R € I, t1,...,tyr € Tm, o, € PF, x € Var und 0 € Bels. Man nennt
WWs(v)(o) den Wahrheitswert der Formel ~y in der Struktur S unter der Belegung o.

Y(Bels — S) := {f : Bels — S} sei eine Bezeichnung fiir die Menge aller Funktionen von Bels nach S.

11
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(3) Es sei v € PF eine Formel und o € Belg eine Belegung. Statt WWs(v)(o) = 1 schreibt
man auch § |= (o) und sagt: v gilt in S unter o. Statt WWs(vy)(o) = 0 schreibt man
auch S = (o) und sagt: v gilt nicht in S unter o.

Besonders wichtig: Die genaue Abbildungsvorschrift mit der Bildmenge — (Bels — S)
bzw. — (Bels — {0,1}) der beiden Funktionen.

2.9 Wie ist Ws(t)(o) definiert?
Wie konnen Terme ausgewertet werden?
Was ist der Wert der Auswertungsfunktion fiir Terme?

Def. 3.3.3
Die Abbildung Ws : T'm — (Bels — S) sei rekursiv definiert durch ey
Ws(z)(o) = o(x)
Ws(f(tr, - tun)) (o) = gr(Ws(t1)(0), .., Ws(tu(p)(0))

fir alle x € Var, f € J, t1,...,t,p) € T'm und fiir alle Belegungen o der Variablen iiber S.

Man nennt Ws(t)(o) den Wert des Terms t in der Struktur S unter der Belegung o.

2.10 Wie ist WWg(a)(o) definiert? (Genaue Definition

hinschreiben)
Was ist WWgs(a)(o) fiir eine Funktion?
Def. 3.3.3

Sei WWs : PF — (Bels — {0, 1}) durch folgende Rekursionsgleichungen bestimmt: (2)
WWs(T)(o) =1

WWs(L)(o) =0

WWs(R(ty, ., tum))(0) = 1 gdw. Pr(Ws(ty (U W (tur)) (o))

WWs(—a)(o) = 1 gdw. WWs(a)(0) =

WWs(a A B)(o) = 1 gdw. WWs(a)(o) = und WWs(6)(o) =1

WWs(aV B)(o = 1 gdw. WWs(a)(o) =1 oder WWs(5)(o) =1

WWs(a — B)(0) = 1 gdw. WWs(a)(o) = 1 impliziert WWs(5)(0) =1

WWs(Vza)(o) = 1 gdw. WWs(a)(o[z/a]) =1 fiir alle a € S

WWs(3za)(o) = 1 gdw. es gibt ein a € S mit WWs(a)(olz/a]) =1

fir alle R € I, t1,....tyr € Tm, o, € PF, x € Var und o € Bels. Man nennt WWs(v)(o)
den Wahrheitswert der Formel v in der Struktur S unter der Belequng o.

2PR(81, ey s/,,(R)) = (81, ceey S/L(R)) €Ppr
Beispiel: 7 = ({P, Q},{f, h}) mit u(P) = p(Q) = p(h) = 2,p(f) =0
S =N, {(P,<),(Q,=)},{(f,2), (h,-)}) mit < als Groflergleich- und = als Gleichrelation, 2 = g; und “-” als
Multiplikation auf IN.
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2 Pradikatenlogik

2.11 Definieren Sie fiir pradikatenlogische Formeln die
Giiltigkeit in Strukturen.

Def. 3.3.7
Sei a € PF und S eine 7-Struktur.
(1) « heiBt giltig in der Struktur S, oder S heit Modell von «, in Zeichen: S = «, gdw.
S | a(o) fir alle Belegungen o € Bels.
(2) Allgemeingiiltigkeit liegt vor, gdw. « in allen 7-Strukturen giiltig ist.
2.12 Wann ist eine Formel giiltig?
Def. 3.3.7
Wenn es eine (7-)Struktur gibt, in der sie giiltig ist.
2.13 Was bedeutet S = a(0), S E a, E a?
S E alo) : Sei a € PF eine Formel und o € Belg eine Belegung,.
S = a(o) heiBt « gilt in S unter o und bedeutet WWs(a)(o) = 1.
Besonders wichtig: Die Bedeutung ist mit Hilfe der Funktion WWjs auszudriicken!
S E a : «a heifit giiltig in der Struktur S, oder S heifit Modell von «, in Zeichen S = «, gdw.
S | a(o) fur alle Belegungen o € Bels.
E o : aist allgemeingiiltig bzw. « ist die logische Konsequenz der leeren Menge ) = a.
2.14 Wann heiB3t eine pradikatenlogische Formel erfiillbar?
Def.
Sei X C PF und o« € PF. 3.3.16
(1) Sei S eine 7-Struktur. S heiit Modell von X, gdw. S |= 3 fiir alle § € X. Wir schreiben
in diesem Fall auch S = X.
(2) X heifit erfillbar, gdw. es ein Modell von X gibt. @« € PF heifit erfiillbar, gdw. {a}
erfiillbar ist.
2.15 Ist die Menge der allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Formeln rekursiv?
Satz 3.7.4

Nein, der Beweis erfolgt durch Reduktion auf eine bekannte nicht entscheidbare Menge, die
ansonsten bei Rekursivitat der allgemeingiiltigen Formeln entschieden werden konnte.
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2 Pradikatenlogik

2.16 Wie kann man zeigen, daBB diese Menge nicht rekursiv
ist?
Durch Reduktion auf das Ableitungsproblem in Semi-Thue-Systemen (STS), die nicht entscheid-

bare Mengen liefert. Die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik kann auf die Unentscheidbar-
keit fiir STS reduziert werden. Damit ist auch die Priadikatenlogik nicht entscheidbar.

2.17 Kann man auch etwas Positives iiber diese Menge
sagen?

Ja, sie ist rekursiv-aufzihlbar (siehe Frage B.26 auf Seite [[7).

2.18 Was ist eine pranexe Normalform?
a € PF heifit in prdanezer Normalform, gdw.

a="“Q1r1 ... Qnryy”

ist mit Q; € {V,3} firi =1,....n, x; € Var und (i # j = x; # z; fir alle i,j = 1, ...,n) sowie
v € QfrPF. Man nennt v die Matriz von .

2.18.1 Wie verhalt sich eine Formel in Pranexnormalform zur
Ausgangsformel?

(1) Zu jedem « € PF existiert ein § € PF in pranexer Normalform mit o = 3. D.h. die
Formel in Prinexnormalform ist logisch dquivalentf] zur Ausgangsformel.

(2) Es gibt eine berechenbare Funktion pn :C ¥} — X%, so dass fiir alle Typen 7 und alle
a € PF, gilt: pn(a) € PF,, pn(«) ist in pranexer Normalform und a = pn(«).

2.19 Wie funktioniert die Skolemisierung? (an einem
Beispiel zeigen)
Die Skolemisierung eliminiert bei einer geschlossenen Formel 3 in prianexer Normalform effektiv

die Existenzquantoren, so dass die resultierende Formel dieselben FErfiillbarkeitseigenschaften
wie [ hat.

Beispiel
B = VaVy3zP(y, z, x)

wird mittels einer berechenbaren Funktion f € Funk in Abhéngigkeit der vor “Jz” stehenden
Variablen zu

3 und 3 sind in allen 7-Strukturen S dquivalent.
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2 Pradikatenlogik

B = VavyP(y, f(z,y), )

erfiillbarkeitsdquivalent. 5 und (' sind unterschiedliche Formeln, die nur erfillbarkeitsiquivalent
sind.

2.20 Wozu wird die Skolemisierung benotigt?
Ist das nicht ein groBer Eingriff in die Formel?

Die Entscheidbarkeit und Erfiillbarkeit bleibt erhalten, und man kann sich auf die Untersuchung
von Herbrand-Modellen beschrénken.

2.21 Wie verhalt sich die skolemisierte Formel zur
Ausgangsformel?

Die beiden Formeln sind erfiillbarkeitsédquivalent (nicht dquivalent!)

2.22 Definition des Herbrand-Modells.
Was ist eine Herbrand-Struktur, was ein
Herbrand-Universum?

Def. 3.6.1
Herbrand-Universum, Herbrand-Struktur
Sei 7 = (I, J) ein Typ mit p(f) = 0 fur mindestens ein f € J (mindestens eine Konstante).
(1) Es sei die Menge der Grundterme U, von 7 definiert durch
Ur:={teTm, | Vk(t) =0}
(d.h. U, ist die Menge der Terme, in denen keine Variable vorkommt). U, heifit auch das
Herbrand- Universum von .
(2) Eine Herbrand-Struktur iiber T ist eine Struktur
H = (U:,Q,h),
so dass
hy(ty, o tuiry) = “f (b tue)”
fir alle f € J und ¢4, ..., %, € U, gilt.
Herbrand-Modell Def. 3.6.3

Sei X C PF,. Ein Herbrand-Modell von X ist eine Herband-Struktur vom Typ 7, die ein Modell
von X ist.
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2 Pradikatenlogik

2.23 Wie lautet der Satz von Lowenheim-Skolem und wie
kann er bewiesen werden?

Satz:
Sei X C PF; erfiillbar. Dann besitzt X ein Modell mit abzéhlbar-unendlicher Tragermenge.

Beweis:
Da X erfiillbar ist, besitzt X ein Herbrand-Modell. Die Tragermenge, das Herbrand-Universum,
ist jedoch abzéhlbar-unendlich definiert.

2.24 Was sind Instanzen (Definition) und wozu dienen sie?

(1) Sei a = Vx; ... Va,,y eine geschlossene Formel in Skolemscher Normalform mit v € Q frPF
und U sei das Herbrand-Universum des zugrunde gelegten Typs 7.

Inst(a) = {Subltn (v) | ty, ... t, € U}

heifit Menge der Instanzen von «.
(2) Sei X eine Menge von Aussagen in Skolemscher Normalform. Dann nennen wir
Inst(X) :=U{Inst(a) | « € X}
die Menge der Instanzen von X.

Eine Instanz von « ist eine Spezialisierung von o durch konstante Terme, also eine Formel, die
aus der Matrix von a durch Substitution von konstanten Termen fiir die Variablen entsteht.
Der Vorteil ist, dass sich Instanzen hinsichtlich der Giiltigkeit in Strukturen wie aussagenlogi-
sche Formeln unter Belegung verhalten. Aufgrund des Kompaktheitssatzes der Aussagenlogik
kann das Erfiillbarkeitsproblem durch ,,aussagenlogische® Erfiillbarkeit endlicher Konjunktionen
gelost werden.

Zentraler Satz von Herbrand
Sei X eine Menge von Aussagen in Skolemscher Normalform. Dann ist X genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Menge von Instanzen von X erfiillbar ist.

2.25 Definition des Kompaktheitssatzes der Pradikatenlogik

Sei X C PF und o € PF. Dann gilt:
(1) X erfillbar <= X endlich erfiillbar.

(2) X = a <= es gibt eine endliche Trigermenge Y C X mit YV | a.
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2 Pradikatenlogik

2.26 Beweis der rekursiven Aufzahlbarkeit der Menge der
aligemeingiiltigen Formeln?

Satz
Sei 7 = (Prad, Funk) und sei 7 = (I, J) ein rekursiver Typ (d.h. es seien I und J rekursive 3.6.11 (1)

Wortmengen). Dann gilt: und (2)

1) {a € PF; | « allgemeingiiltig} ist rekursiv-aufzéhlbar.

(1)
(2) {a € PF, | a allgemeingiiltig} ist rekursiv-aufzihlbar.
(3)
(4)

4) ..

Beweis von (1)

Der Beweis erfolgt mit einem Verfahren, welches bei Eingabe eines Wortes a € ¥} hilt, falls
a eine allgemeingiiltige Formel ist, und andernfalls nicht hélt. Eine geeignete Funktion ¢ 1483t
sich finden, da 7 ein rekursiver Typ ist.

« allgemeingiiltig
= Va nicht erfiillbar (Korollar 3.3.18)
— [ :=G(pn(-Va)) nicht erfiillbar (3.5.2, 3.5.5)
— Inst(P) nicht erfiillbar (Satz 3.6.7)
= I;l(lnst(@) nicht erfiillbar (nach 3.6.9)
> I;'(Inst(0)) nicht endlich erfiillbar (Satz 2.4.8)
<= der obige Algorithmus halt

Beweis von (2)

Da PF, eine Teilmenge von PF; ist bzw. der Durchschnitt der rekursiven Menge PF, mit
der rekursiv-aufzdhlbaren Menge aus Beweis (1), ist {a € PF; | « allgemeingiiltig} ebenfalls
rekursiv-aufzahlbar.

2.26.1 Bleibt die Allgemeingiiltigkeit bei der Allquantifizierung erhalten?

Ja, weil die Erfiillbarkeitseigenschaften bei geschlossenen Formeln erhalten bleiben und wenn
eine Formel allgemeingiiltig (in allen T-Strukturen giltig) ist, dann auch die allquantifizierte
bzw. skolemisierte Formel.

2.26.2 Warum wird im Beweis die Nichterfiillbarkeit der negierten
Formel (—«a) abgepriift

Weil dafiir ein effektives Verfahren existiert, was den Nachweis auf die Nichterfiillbarkeit der
Aussagenlogik reduziert und dort mittels des Kompaktheitssatzes (Satz 2.4.8) in einem endlichen
Verfahren der Nachweis abschliefend erbracht werden kann.
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2 Pradikatenlogik

2.26.3 Wieso wird im Beweis der Allabschluss gebildet?

Weil der Satz iiber Herbrand-Modelle (Satz 3.6.4) nur fiir Aussagen in Skolemscher Normalform
gilt.

2.26.4 Wieso geht der Ubergang zur Aussagenlogik?

Der Ubergang zur Aussagenlogik ist moglich, da durch die Instanzierung in einer Herbrand-
Struktur alle Quantoren und Variablen ersetzt worden sind und somit eine Gleichschaltung der
Syntax und Semantik erfolgt.

2.27 Was ist der Zusammenhang zwischen der
Pradikatenlogik mit und ohne Gleichheit?

Satz 3.8.7
Sei X C PF, und § = (5, P, g) eine 7-Struktur. Dann gilt:

(1) Falls S ein (7, =)-Modellf] von X ist, dann ist S ein Modell von X U K,.[]

(2) Falls S ein Modell von X U K, ist, dann ist () := P eine Kongruenzrelation, und S/

ist ein (7,=)-Modell von X.
D.h.: Die (7, =)-Modelle von X sind die Faktoren der 7-Modelle von X U K. Die Faktorisierung
liefert die (7, =)-Struktur. Aus der Kongruenzrelation P~ in § wird also durch Zusammenfassen
jeweils kongruenter Elemente die Gleichheit in der Faktorstruktur S/Q.
2.27.1 Wo liegt der genaue Unterschied zwischen der Pradikatenlogik
mit und ohne Gleichheit?
Der Unterschied liegt in der Faktorisierung. Durch Zusammenfassen der jeweils beziiglich einer
Kongruenzrelation @ ununterscheidbaren Elemente einer 7-Struktur S zu Klassen erhélt man
eine neue 7-Struktur §/Q, die Faktorisierung von S nach Q.
2.28 Was ist eine Kongruenzrelation?
Def. 3.8.3

Sei x; := 20’z € Var fiir i € N.
(1) Es sei Aq € PF, definiert durch
Aq = {Vay mo=x0, VaoVa, Voo (ro=m1 A 29=29 — 21=25)}.

(2) Fir R € I sei a(R) € PF;, definiert durch

4= ¢ I mit 7= (I,J)
5sieche Kongruenzrelation, Frage
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2 Pradikatenlogik

Oz(R) = “V:L‘l...VZL‘Qu(R)(mlixu(R)+1 VARRTAAN :EM(R)iZL‘Qu(R)

/\R(xl, e ZEH(R)) — R(xu(R)+17 ...,xQH(R))) .

(3) Fiir f € J sei af) € PF; definiert durch

alf) = Ve Ve (FTup) 0 A AT F o)
— (@1 )= (@) 415 Taun)))

(4) Es sei K, C PF, definiert durch
K, = Aqu{a(R) | ReI}u{a(f)| feJ}.

(5) Essei § = (5,P,g) eine 7-Struktur. Die Relation P- C S x S heifit Kongruenzrelation
in S, gdw. S ein Modell von K ist.
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3 Theorien

3.1 Was ist eine Theorie?

Theorien sind Formelmengen, die widerspruchsfrei bzw. konsistent sind.
Sei X C PF.

(1) X heiBt widerspruchsfrei oder konsistent, gdw. fiir alle Formeln o € PF gilt:
nicht (X = a und X = —a) (d.h. aus X folgt kein Widerspruch).

(2) X heiBt Theorie, gdw. X widerspruchsfrei ist und fiir alle « € PF gilt:
XEFa=aecX

3.2 Beispiele einer Theorie!

(1) Sei 7 = ({<,=},{0,1,+,-}) ein Typ mit u(<) = pu(=) = p(+) = p(-) = 2 und p(0) =
p(1) = 0. Sei ferner N die 7-Struktur (N, {(<, <n), (=,=n)}, {(0,0x), (1, Ix), (+, +n),

('7 N)})

Dann ist
Th(N):={a € PF, | N | o}
die Theorie von N, die auch Arithmetik genannt wird.

(2) SeiT = ({=},{e,0}) ein Typ mit u(-=) = u(o) =2 und p(e) = 0. Seien x,y, z € Var und
sei GA C PF, die Menge bestehend aus folgenden Formeln:

VaVyVz(xoy)oz = xo(yoz)
Vreox = x
Vedyyoxr = e

Dei Elemente von G A heiflen Gruppenaxiome,
GrTh:={a € PF, | GAE o}

ist die Gruppentheorie.

3.3 Was heif3t ,, Theorien von Strukturen“?

Die Theorie Th(S) einer 7-Struktur S ist die Menge aller in S giiltigen Formeln.
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3.4 Wie lauten die Gruppenaxiome?

Sei 7 = ({=},{e,0}) ein Typ mit pu(-=) = p(o) = 2 und p(e) = 0. Seien z,y,z € Var und sei
GA C PF; die Menge bestehend aus folgenden Formeln:
VaVyVz(xoy)oz = xo(yoz)
Vreox = =x
Vedyyoxr = e
Dei Elemente von G A heiflen Gruppenaxiome,

Gr Th:={a € PF, | GAE o}

ist die Gruppentheorie.

3.5 Wie kann man Theorien erzeugen?

e Als Menge der Konsequenzen, z.B.
Sei X widerspruchsfrei. Kons(X) :={a € PF | X | a}
e Durch Angabe einer Struktur und resultierender Konsequenzenmenge.

Sei S eine 7-Struktur. Th(S) := {a € PF | S = a} (Theorie von S)

3.6 Ist die Menge der allgemeingiiltigen
pradikatenlogischen Formeln eine Theorie?

Ja, die Menge der Konsequenzen einer widerspruchsfreien Menge ist eine Theorie, und die Menge
der allgemeingiiltigen pradikatenlogischen Formeln ist die Menge der Konsequenzen der leeren
Menge (die offensichtlich widerspruchsfrei ist).

3.7 Sind Strukturen durch eine Theorie festzulegen?
Legen Theorien von Strukturen diese eindeutig fest?
Kann man Strukturen durch eine Formelmenge
charakterisieren?

Nein, Angabe von:

e Die Formelmenge Th(S) legt die Struktur S nicht fest, wie der Satz von Lowenheim-
Skolem zeigt:

Die Formelmenge X C PF, habe ein (7,=)-Modell mit unendlicher Trigermeng. Dann
hat X ein (7, =)-Modell mi abzéhlbar-unendlicher Trégermenge.

21

Satz
3.8.10
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o Nicht-Standardmodell der Arithmetik

Sei N wie oben. Sei ferner c ein fiir den Typ 7 von A neues nullstelliges Funktionszeichen.
Sei

Y ={1+..+1<c|neN}und
X :=Th(N)UY.

Offenbar ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist
dann auch X erfiillbar. X besitzt nach dem Satz von Léwenheim-Skolem sogar ein Modell
S it abzihlbarem Individuenbereich. In S sind also alle Formeln wahr, die in A/ gelten.
Allerdings gibt es in S, da & Modell von Y ist, auch sogenannte Nicht-Standard-Elemente,
die ,, groBer” sind als jede ,,Standard-Zahl“ Ws(1+ ...+ 1)(0) (n € N;o € Bels).

Damit kann die Einschrinkung von S beziiglich 7 nicht isomorph zu N sein. Man nennt

S ein (abzihlbares) Nicht-Standard-Modell der Arithmetik Th(N).

3.7.1 Was ist mit der Arithmetik (Theorie von IN)?
Nein, wie das Nicht-Standard-Modell der Arithmetik zeigt.

3.8 Warum hat ,Th(N) UY" auch ein Modell?

Offenbar ist jede endliche Teilmenge von X erfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist dann
auch X erfiillbar.
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4 Grundlagen der logischen
Programmierung

4.1 Begriff der Unifikation?

Sei A C TmUQ frPF eine endliche und nicht leere Menge atomarer Formeln oder Terme eines
Typs 7. Eine Spezialisierungf] vf heiit Unifikator von A, falls v(A) einelementig ist. A heifit
unifizierbar, falls es einen Unifikator von A gibt.

Eine Unifikation ist also eine simultane Substitution von paarweise verschiedenen Variablen
durch Terme, so dass eine endliche Menge atomarer Formeln in eine einelementige Menge iiber-
fithrt wird.

4.2 Was ist ein allgemeinster Unifikator?

Ein Unifikator w von A heiflt allgemeinster Unifikator von A, gdw. es zu jedem Unifikator v
von A eine Spezialisierung 1 gibt mit v = ¥ o w.

'Eine Spezialisierung ist die simultane Substitution von Variablen durch Terme
2y ist das kleine griechische Ypsilon
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