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(i)

EINLEITUNG

Sei V eine kompakte Riemannsche Fliche und £ cine
auf V meromorphe  Funktion . f definiere efne

» — blc’i'/'/'rl;?e l;iber/ajerunj von V aa/ 2 Fur
Jjede weltere auf V meromor/a/;e Funktion A
jib‘f' es ein irreduziblec "Palynom P, ¢ C (f)ETJ
vom Grad £ m, So c/a/3 (/U =( j//?" Au/:fero/em
jzlﬁ' es ¢ejin h € Mer(V) m/+ grad P , =1 Jemrf,
o/a/3 h die Punkte jedef’ Faser wvon § trennt
é/h aus 7"(«/4 ‘—‘f(V);fo/j?L A(V)#:h(v)
fur vy #FV,) vod jedes A ¢ Mer (V) derstellbar
ist als A = Q(h) mit einem ?oo/jnom &CQT{)[T
vom Grad < m—1 . Es gibt xudem Kein Polynom
aus @({)[TJ-—{O} vom (Girad < m, dac von h

fdentisch annulliert wird .

Mer (V) ist eine Qljelora_fsche Erwef;’-crunj vom
Grad =n1 Wber G:(f) Das Polynom P, kann man
darstellen als F = F , Wobei P cin jrreduzibles
Folynom n—tfen Grades aus fl:fJET] ist und
F e G:L-f_-, jf” , Das /72:'{3‘/' - Mer (V) = d:(f,/;) =
Quot (C[T., T,1/(P) . die Gleichung P= 0 he(f3t
eine definierende Gleichung der komPQ/ﬂten Rie -
mannschen Flache V. Jeder Aafomor/)/'u'slmuf @

von V  Jnduziert einen Kaorperisomorphismus



(ii)
<f . Mer (V) — Mcr(V) der bereits durch die allei-

mge Kenntnis der Werte sﬂff) und (p(/)) emc/eu.‘hg
festgelegt ist.

Das die Riemannsche Flache V c/ef:'nferencle ?o(c/nom
Id’[jf’ Sich als "Polynom in zwei Veranderlichen
auffassen. Sei d der Grad dieses ?olynoms.

Man kann G/Cm 'Po/ynom P ein howzoiene: ?o/jnom
P

b om in drei Veranderlichen %uordnen :

T
Phom (_E)/TA/T2,> L= T P( ._}:Z')

Dem I';OmOjenen ?oljnom Pl’!om vom Grad d wird
die f)fOJ'ek'p‘-fv algebraische Kurve

AP, )= {(x,:x %) e PO P, (x,x,,x,)=0}

Zujeordnc*f'. Diese Kurve kann Sl'nju/an'f'd'feh besitzen,
d.h. es kann Punkfe s=(s,:5,:5,) € P2(cC)
geben mit B (S,,5,,5,) =0 und

9Ph°m hom — 9&, m Y —

ST (s)= (s) = e (s)=0.

Sei Sing (P, ) ¢ A(P,, ) die Menge der Sinqula—
Fitaten van A(Phom)‘ Es jib‘/‘ eine Stetige Sur-
J'ekﬁ'vc Abb{/o/unj 7:V—>A(,.), die einen Homdo-
moq:»hllsmu-\' V- 7?4(51"’3(:0 W) = AlProm ) - Sing (B)om)
induziert. <t T(v)=(%,2%,:X,) nicht—singuldr wnd




Ciif)

(%s,%,) # (0,0) und (X%,,%;) *(0,0), so gilt

— 'x‘q = _'X_:.. .
‘F(V) - -3(.—; Uhd ")(V) _x_z

[+

die aobige Konstruktion 1st umkehrbar, d,h,:J'ec/em
irreduiziblen fpoljnom P e (E[T'I,Tz] (:’n'l'spr[clrf‘
€ine kompak‘}'e Riemannsche Fldche )(P . Diese heifit
die Riemannsche Flache von P und hat P=0 als
definierende Gleichung -

Sei (70 ein /iu'l’omorphfsmus von V, der die Oro/nung

m ha-}/ d.h. CFm: id, und so, daf3 die Quotienten:
flache V/(p genau P? (st. In diesem Faill hat
Hurwitz bewiesen , daf3 die Riemannsche Fldche V
Cine c/ef:‘m'erenc/e G/E’(chunj der Form )’m'—fj (X)
hat, wobe( g ein ’Poljnom m(t ko;»n’o/eXen Koeffi—

Yienten i(st-.

Das ?o(jnOm P sei definiert durch P(T,,T,) :=
{7(7;,)—— TZM und P, = sei das zu P homoyene
'Poljnom. Es ser (')(,,\,7) c C% ein Punkt mit

.{7”’ = g(x), s daf3 (4:%:4) kein Singuldrer
Punkt von A(P om ) st Der Punkt 77_4(4:)(‘::«7)
eV wird mit (?C,:'/) bezeichnet und die mero—
morphe Funktion auf V,6 die dem Punkt 77""(4-")(-'}
den Wert o« (bkw. g) zuordnet , wird eloen—falls
mit X (bzw. y) bexeichnet .



(iv)

Fur den Automorphismus @ mit (fm = ldv und
ein (4:%X: <7) e A (Pho )-*Smﬂ( hom) jf(‘f dann :
c,o(’n’ 4(4-7(-/:1)-—- a1 (4% T)/j)/waéei 7
€ine primitive n-te Einheitswurzel ist. F&r den
durch ¢ induzierten Kaorperisomorphismus

G = Mer(v) = Mer (V) gilt : §(X)= % und
i(g) =My

Die vorl(ejenc/e Arbeit befa[&l' Sich mit der biho -
lomorphen /‘Ilguz'vcz/enz spezieller Klassen kOVnPQ/{?LGF
Riemannscher Flachen V/ die cine c/ef{m'ereno/e
Gleichung der Form V: Y7 = 7C(X) mit einem
<cm,olexen ’Poff/nom fe C[X] besitzen.

Fur solche /<0mloa/<7‘en Riemannschen Flachen V
besteht die Vermutung , dafl sich (hre biholo—
morphen /-l'gu/vcz/enzk/assen mittels der Verzwer —
janj_cs%e//en der meromorfﬁ:en Funktion VB(‘x;y)i—)')relP

bestimmen lassen .

Drei Klassen kompakter Riemannscher Flachen,

bei denen diese Vermm‘ung bestatigt wurde, werden
in dieser Arbe/f genauer untersucht. Diese j/ieo/erf'
sich  dementsprechend in drei Téile .

Teil 4 behandelt den Fall, a[aﬂ mn eine Primzahl ist

Teil 2 befapf' sich mit dem FQ/// o/cz/3 f ein /Po/ynom




(v)

Vom ’Pr/mzah/f/rac/ P mit Paarwe/'S‘e verschiedenen
Nullstellen (st.

In Teid 3 Scl)h'eﬂ/t'ch wird der Fall v"/\‘jm:('X'-o(A)'----('x%o(’;
mit paarweise verschiedenen komplexen Zahlen o, )y,
untersucht. Das Resultalt aus Teil 3 wird sogar

auf  singularitatenfreie Hyperflachen H < P ()

erwe[-l'er?('.

In den ersten beiden Teilen werden Zusafzlich
.Aussajen dber die /fw/’o;rnor/oh/'smengrufpen der

jewe/'/zjen Riemannschen Fldchen gewonnen .

G:runc{/ajve der Arbeit sind die Artikel ”Eguiva/enC‘e
{DI‘OL)/em and automorphism groups of cerfain Com/oaC'/'
Riemann curfaces” von M. Nemba (Tsukuba ]
Math., Vol. 5 No.2 ; 41981 ; S. 319—S5.338) sowic
"Galoissche a’refb/é'#r/\'ye Uber/ajerunjen der
Zah/enkujc‘!/ vom Geschlecht =37 von A. Duma
und W. Radtke (Seminarberichte aus dem Fachbe-
reich Mathematik und Informatik der Fernuniver~
sitdt Hagen, Nr. 48 ; 4983 ; S.55 — 5. A414%).

Mein besonderer Dank jebd'hrf Herrn Prof. Dr. A.
Duma fir die $e+reaunj dieser Arbeit.



(vi)
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TEIL 1

Sei /0 eine 7’/“/mZ4/L// 7[6 E[XJ und yf)__%’(x)
sel irtedu%ibel in C [X,Y ], Das ?o/ynom 7[

werde in der Form

() F0x) = <o) (oo

ge;chr/eben, wobei 58/7‘6 cce ¥ B Y v/

s

u/?a/ 0(; e C m/'f o(;gép(g 7Lu/‘ ’#QL‘

Durch ”/Vlan//Du/m‘/onen “an f wird dre
g/e/chwnjsdef/ﬂ/effe /(ompa/(fc R/emannsc/;c
Flache

V: 7,40: F(x)
bis auf biho/om@r/s/)e ,4”?41/1/@,/@,22 auf eine
maoglichs? einfache Form gebracht.

Man kann Zundchs+ annehmen , daf3 <=
yi/{- und zudem /%4 £ 0 (mod P)/ s y
%/m * 0 (mod F)

[s# nimlich 0.8.d.A. A, =RK]-p, sosind
V' und die Riemannsche Flache

A

1

mittels der birationalen Fansformq,%/'cn

Vv, o /(770 = (X*dgygz'”"(x”‘x/m)
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/é/

Valx ) ——s (x, 4 v
¢ ( VE-W~«4>4)C”

b/’ho/omarlo/z nguiva/enf, Dabei bererichne
hier und im folgenden Ve fir ce ©* stets
8/'178 [7"—’//.66/;?6/ aber fe:f jék/dé/%e C(C/' f

Wurzeln von c.

p /s WOA/cz/e}[)'n/'ert denn es y/'/f faf /1C7)€ V:

( i Ty . 4"

/°\/Z ‘ (7("”03)’&4 c(x- “A)A;"b C‘(T“’S)AGA
’£,1 Ag”"

- ¢ (Y-,) ....o(‘)(‘—-o(,m) - (})(—o( )’ﬁf,,,.(y_o( )’ém
c('x"—-o{,)’ﬁﬂ | 2 m!

Die Umkehrfrczn.cformm‘/'on Zu y /st jejcbcm
durch

v, 3 (x,4) 1 (x, e - e ) ™ q)eV.

Auch W /st wohldefiniert wegen
/ ,ﬁ/;
WZ-(T- o<,,)'£” ‘#)f“ c (x=e,) " 770:
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gilt fur (’)(,/}/)é\/: ’y/oc]o(k", ?5) =

w(x, & B
¥ (x /fygm—,%ﬁ’) -

/

(’X'/ %(Y"O(A)/ﬂ/" 24 - > = (’X_//?)
\/’75(7(-95’)"@4

und umjekehrz‘ fur (X, /y) € %: ?o}(/(y/y).—;
/ ' /&l
‘1’(7(,%(7(-09)%“/;) = (x,‘%(ﬁoa) 4-/#)
e (%=, )R

-:(’)C,/j)_ V und V/’ sind also b//?d/omor/b/z
c}:gu/va/enf, fs \?e/fe also c=1 und

A, E O (mod p), ..., B £ 0 (mod p).

BEMERKUNG : Bei allen fo/jeﬂc/en Biho/omorfhfe-

nachweisen , bei denen dje Umkekr%rans/brmaﬁ'on

nich# éx/o//'zif anjejeben wird  wird stets
chne nochma//'je BeZu.jna/?me 7[0/\7&’/1&1@/‘ SQfZ
benutat . |

SATZ: [ s. Forster 0. [4_7/:561%2 £.5, 5. +8]
Seien X,V 7 Riemannsche Flachen vnd
m:V =X, T:Z->X ecigentliche holomorphe
&ber/Qjercmyen, A c X ser abye:cé/a:.sen
und  diskret, X':= X-A, Y= 77’—4(X/)



o

und 7 = T~ T(X') . Dann kann J'edc S/Durfreae
bi/to/omor/ﬁe Abbilclung yE )//~> Z/ Zu einer
spurtreuen biho/omor/aﬁen Ab!p/'/a/urzy 7 Y 7
for/‘ye.se%:z% werden. 3

Bei allen Transformationen, dje im Folgenden
auf Biholomorphie untersucht werden , sind
die Bgd/'njunjerz des Satées Frivialerweise
erfu"///'. B/'ho/omor/oﬁrfzﬂac/z wesse werden sich elso
im folgenden /ea’/j//C/L auf den Nachwers der
Wohldefiniertheit der xu untersuchenden Trans-

fOrm ation beschrenken. 3

Es scien nun ?4/.,,,?'/"1 ganze Zahlen mi#

/K,, 5—:4/’ (i’noo[f?)/-r./ A :—-—:jkm [mad/D>~

M

Die Riemaunnschen F/élc'/,én V  und
V/:gf:(?(’—p(ﬁ)j/”o---» (x’—x”n)?/""
S'/nc{ dann b/'/ﬂo/omor/D/Z 6‘1'7“/1/@/6/21&.

Aus Ay = 4. (med p) folgt @z,: Existen
Von jan/&en_ ZCZ/L/@I’L 5[ 12X //gt-—?[—-nga,
Die Trens f’orm ation

—

V3 (x4) o (x, l-g) (x-n ) ™) eV

erweist Sich als b/'/;o/omor/alt. Fur /9('/{7)6\/



P
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yi/% : (7 [7(—'7(/)—/54 s (=K )“/3,,,,)49__,
-S -
(’X'-—o(,,)/)g,"-"‘(')("o(/m)%m’[')(’-o(/’) "’D..‘..(>(~o(,m)§”"D

= (x-a )P e (-, )T Somit ist alre
@ wok/a/ef/'m'erf . £s ist trivial nachizuweisen,
a{a/j die ﬂ'an,sforma'f/'ah.

V'3 (% 4) = (g (- ) (e, V) €V

die Um/(c’/rrf/"anyformaf/an ZU </ ist. V wund V'

sind also b/'ho/omorflﬂ a"?aiVa./emf‘,

[n der _Dar_ﬁ"c//cmg (1) von 7C Konnen nun Zwel

Falle emntreten

(i): 2_A = 0 (mod p) oder
1= |

(ii):Z/ét- % 0 (mod p)
By

Es je/fe zunachst der Fall (i) :

Dann Ist die kdhOﬂIlS'.ChC‘i Meromorféc 73ro\/'<:’/<¢/on
xX:V—= fP"/- (x/g) > X wher =0 nicht
verZwef'jz‘.

X ISt eine /’0'6/&'#/"/\'76 Liéer/ajeru,nj cder
Zak/e/z/(ujc/ mit den ;mo"j//'c/:en kritischen
wWerten i, -, Koy, und oC. Sei nun ([:I_’
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eine affene Kreisscheirbe um o(j'/ die Keinen

weiteren kritischen Wert von x enthdlt.

Die /(Om/J/C’Xé’ Faﬂ/ﬁ‘/bn j(x—) = [—7 (X-‘v( )%.S‘
g=A 2
(s#4)

/st ﬂa//S'%L’//eﬂ//‘C/' in U? ]A/ejen des @/}z._—

facée/z ZuSammenﬁaan‘ von U existiert

also eine holomorphe Funkdion A :U ' — C

t 47T U 1t al d
mi =g . /n g <7// also

Fix) = (%X - xg')ifﬁ'(%/’?(/)f.

Analytische Forfsefzaﬂj elnes Zweiges Von

P R ‘ . , ‘

\/(‘X"____ o(}) y/ /dhjf einer In UJ je/eyenen
Kreislinie mif /Vr'#e//ou/?k/- 9({/ Jrefert wegen
//ég £ 0 (mod /9) nach genaw p Umlquten
2um ersten Ma] wiecder diesen ZW@/?/ So

da;3 also uber X} EZVLZ/ X \76/’7Qu cin

Punkt 7’(7' der Riemannschen Fliche V //'ejz‘.

Die [/e/'Zwe(junj,cora/nanj von X~ /n diesen

Punkten 7°<7' Ist alco j/e/'cé /0—4/ weil
/'O ;)/‘fm /SZL )

Sei nhun T > 5‘u/o f/XA//...//o{/m/} und
W' = {xe @l Ixl>7}. /n U:=U"y =]
gilf:
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FO9 = O )5 et )

«)(/‘44'*"'*/&/»; . (')(_o(")»&,,. e o(/m)"é’”" )
A, 7 =
X ’X‘ m
A .
.,X_/£4+ +/&,m, (/I"‘" O(X:) 4, . (/1 _ %)/‘g/}n )
y: .
Die Funktion F(X):= (4__ %) 4 '“.(4_%)4@471

jst in U null= und polsteflenfrei. Also st

In €iner \7€W/'Ssea offenen Kreisschelbe (U,

mit M[#e//ounkf 0 die hO/Omorlﬂ/ze Funktion '].:'Zl-"'

nulls%c//e/z)l}'e/. Wejen des e/'n/’cz chen Zusammen —
Franjs von U, <7/6% es dann eine /zo/omor/ohe

, A
Funktion A : Ua — C m /LL7O =F - /u][ Uo—~ {D}

' 4 A ‘a

ﬁ"[f alse o)~ , R S (44 (7()) .
Wc’jen /£4+---+/£fm = Sp /ar em S e,
//'efkrf ana/yf/kche For?‘sequmy erneg Zweycs von
| ! *
\/ 1 _ i/ 7
X./l§4+.-.+,,&/m 7(-'5}7

[aings einer in U, gelegenen Krerslinie mit
N/'#e//oam/(% 0 bereits nach einmaligem
Umlauf wieder diesen Zwerq . Uber oo

//'6\7@/) 52\?/. der L?Aer/ajeranj X @/so /0



.._8.._.

verschiedene Punkte der Riemannschen Flache V.
Die l/erzweic]unjsorc{nqnj von X jn diesen
Punkten Ist also gleich Null. Somit /st die
Glejamfverzwefyunjsorc/nunj b von 9(\7/€/c/z
- (p— 1) x st eine P - 6/6175‘/#\7@ Uber -
/aj@runj Von /;D Nach der Formel von
Riemann — Hurwitz far Mé»er/czjerunyen der
Za/z/@n/(ujc’/ [5 Forster O, {_-4] S. /ZXJ y//z‘
darn 1m Fall (1) fa”r das Gesc/l/ecé+ g von V

g :-g-—/o+4:_’m_. [E“”>—/>+// = (p—1)(m—2)
2 2

Es je/fc’ nun der Fall (i) :

Wortlich wie in Fall (i) folgt  da/3 42‘7/. X
wber den Punikten X genau ein Punkt 73
der Riemannschen F/dche V /1‘8\7’% Die Ver -
Zwe/junjgordnunj von X in diesen m Punkten
/st also wieder j/e/c/z p— 1. Eéenfca//.r wortlich
wie in Fall (i) fé/j* die EXistenz einer auf
eimer Kreisscheibe Uy, mit MI'7I7LC*‘//DLH7/(7L 0
definierten ho/omor/uAEn nqlls%c//en][’re/’en Frenk fron

h, So defg cu(f UO — {0} L?i/z‘

A 1 Y
f’(X) ) 7(’&4*"'*"@4" '(A(W) )

Nun st aber P kein Teiler Von/&7+-..‘+/é
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Som i+ //'efen‘ ana{y%/'scﬁe Fom‘se?‘zarzj enes

. < ! g . ,
Zwerjes Vo 1 /cznjf einer i'n
x,/)@4+~- +* A4,

Uo 3@/@jenen Kreislinie mit M/'#e/pankf o
erst nach genaw p Um/d'afen wieder Zum
ersten Mal diesen ZWGr’j. Mithin //’cyz‘ éZj/.
X Uber o0 genau ein Punkt F, der
Riemannschen Flache V vnd X besitsrtd /n
73}0 dre Veerue/i?anjSOrc/nunj /3°—'4, Die
G%c-:sczm%vertwe(janjsorc/nunj b von X efj,-gz‘
sich also im Fall (i) 2u  (m+1)(p— 1),
Fur das Geschlecht g von V g1t dann

nach O/Cff Formel/ yon /QI'emanlrz—Hu/'W/%Z N

b e emD e e lp=
J=z2°F 1= 2 (P~ 5

Der Riemannschen Fldche V wird nun im

Fall (i) der Divisor

Di= Ak, (¢ )+ -+ 8 (x, )€ Div (P”)
zugeordnet wund im Fall (/i) der Divisor
D=, ()4 + A (o, )+ A (2) eDiv(PY

wobe; die Zahl k
At R K

so zu wdhklen ISt c/aﬁ
0 (mod /7) 7//7.‘

M1

1l

m +4




.—-/,0_-

/KMH-/I ist dann bis auf yczﬂz:{éz/z//fc l//'e//’qc/;e
von p e/na’euﬁj bestimmt .

Die oéijc D/visorenschreibwejse st so XU
verstehen, daf3 den Punkten X bxw. o0 die
Zahlen /’é[ bzw. /£W+4 Zajeora/ncf werden
und allen Sons%yen /J' e P die Zahl 0.

Den Riemannschen Flachen V sind hiermit aber
nicht nur Divisoren auf P’ zugeordnet warden,
Ssondern man kahn Umyekc’/)rf aus diesen Divisoren
D e Div(P") die Riemannschen Flachen V

Zurdckjew/'nnen.

Ist namlich D yejeéen durch D=k, (°<,,)+"’+4€m(°<,,,,4)
mit paarweise yerschiedenen <; €L und /é,,+---+/;€/m
= 0 (mod p), so ist die Zczfeﬁour/jc Riemannsche

Flache V ersichtlich jejeéeh durch

y 4,
Vil = (x0- o ) e (0=, )7

Ana/djes' \7[/% Fur D= 4, (o<4)+-~-+/€/m (“w)+/<m+4(°°>
mit A +--+ K _+A, . = 0(modp).

Es besteht also eine bijektive szfekcmj
Zwischen den Riemannschen Fla'chen |/, die
einen /]u+omor/ah[$mus h der Drdnunj P
6@5/7‘26/?/ So C/a/3 \///7 ~ /PA j/"/f/ und den




..._/]/1_,-

Divisoren D=4 (X )+---+ 4, (0<,,,,)+/5M+4(°°)€.D/V(P7/
wobei 4 L4, < p fdr i=t..,m; 0k <p
und A(%4+»--+/&/m+/£m,+4 = 0 (modlb) \7/'/79

Auf Grund dieser /den7‘1'F/’Z/'erunysmo"_c;//'ch/(ez'-/
wird im folgenden awch hdufiq V=V (D) geschrichen .

Sei nun m3p 2 eine fesfjeWé'/;#c natdrliche
Zahl und

Q= {D=A, (x)+ -+ 4, (x)él)/v(lp)}«x
< F Fur ;r—.a}/j& %0 (mod p) und f+--+4 O(modlz)

In der Definition von Q ist o<g' = o0 ]La,r cCin
g'é {’1/.../47)} ausdricklich Zu.je/czsseh_

Auft der /‘7@/1jc 0 wird eipe _jgaft/a/@nz/-c/a%fon
~ ef'njrefu"/:rf durch

/&4[[,(/1),(-.-- +/K/m (x%)rvg,ﬂ [0(4)«/-... +4;m [o</m)
i<=> A, =4 (modp),..., R =4 (modp)

Der Nac/zwm':'/_ da3 ~ Fatsachlich erne A’(gu/’m/enz——
relation auf £ def/'n[crf, /st frivial.

Sei [D] die /I?u/va/enz/(/qssc von D e ()

; [ = O/~ die Né’mje der //?ull/a/eﬁ?:é/asscm

f ond T () > F D = [D]die kanonische
?rvek-/*mn .
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Es wurde bererfs yeZe/jr% o/a/3 aus ﬁNﬁ dre

bihol omor/v/uf A?u/l/cz lenx der Riemannschen Flachen

V(D) und V(D') folgt.

Bis auf biholomorphe Al;r?u/'va/cnz kann man also
(ir De O dic Riemennsche Flache V([ D)
a’ef/m'cren, die, wm die Notation nicht uberzu -
Sfra/yczz/'eren/ eéenf'alls mit V(D) bexeichnet wird.
Mifverstandnisse entstehen nicht. Hautig wird
anstat [ D] auch nur D \76’6‘65’/‘866/4 )

Zielsetzung (st nun zu erkeanen , wann dic
Riemannschen Fldchen V(D) wund V(D) hiho-

/01770th é? wivalent sind.

Da p eine Primzahl /st st (Z/,DZ)*
(Z/pZ) — {03} eine multiplikative Gruppe.
Sofern Keine /‘7/'/3ver57‘ci'nc/m'55e entstehen, werden
fir 7€l die Restklassen A 7+ pL

ebenfalls mit T bezeichnet .

(Z/FZ)* olber/erf aaf dem Klascenrawm
= Q /~ mitels der -fo/je'no/en Aéé‘/'/a/u.nj :

(# [21) ¢ (LHZ)¥x & [+D] eI .

Hierbei bezeichne [rD] die fo)jenclc /l%uh/q..
lenzklosse : [s+ D=_K, (x )+ —I-//{/m (o(/m) ein
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Repra”senfcznf von [ D] und ¢ (ZZ//UZ)*/ <0
sei [rD] die /icga/va/enzk/ayfe von TR (£)+-trk [«
e (),

Es mu3 7526/?7L werden , daf diese Jefinition
cinnvoll is¥. Darzwu ist Zu zejgen :

A

1) Sind 7.4 €L mit 7 =54 und D =

A )t B (%), D= g ()t g, ()
Re/bré'Sen/'anfcn von [D] e, so \7/'/ZL

L7 h, ()4 +7h (x )V]=] A ("(4’““"”/53‘,,4“ (dw)]

2.) Fir 7 e(Z/pL)* vnd 4 (x)+-+4 (% )
ist vh (& )+---+7h (X, ) e ().

zu ) Weyen D Nj/j/'/% /£4 = j,, (/moal/o)/-.,/
&, = j,m (7mod /’) Aus 7 =5 fo/j?L 7 —A EIDZ/
d. 4. : 4’=/Y>+/9f fo'z'r en fel . Fur i:’//,,./mv
ji/% Somt 4',«55 ‘—AJ:L’ z/S,EL- +/>f/;@£ “/5];' =
A(,,@L-—?'L.) —F/ai',ét- . Da 4, .::—4,;, (mod p) gilt,
fo{y% hieraus : 'T/)gL' = AJ-L' (moofp) p d. 4.
TR () o T K ()Y (L)t pg (X

zu 2.) Junichst gilt s A FE 0(mod p) fur
(=1,...,m . Ware dies nicht der Fall, also rr,éc.sofmod
f(,lr ein C/ S6 ware Wejé’n /ﬁc\ E\r." 0 (modlp) /O em
Teiler von T d. 4. :1=0. W[o/erg/oruch xuwu T €
('Z/,DZ)*. Sch/[eﬁ/('cln ?/'/1‘ wegeu ,/141""""/@%':"0('"04[’/‘




R
auch s b, ++ 78, =0 (modp).
Die \Def/'n/fl'on von [7D] ist also sinnvell .

D23 mittels der Abbildung ¢ eine o/oeraﬁ}m auf I
definiert wird, (st leicht einzusehen: [41-2]=[2]
ist klar und fur 7.5 € (ZZ/,DYU% und (D] €
gilt 7(4001)=7([4D1)=[15D] = (+)[D] .

/{IIS?LQ# [’I’;Dj w/ra/ /m fofjé’nc/eh kurz ﬂ’ﬂ y’f.’Scﬁr/C-—
ben. Auch dies wird zu keinen /"///3’Ver57‘<i'nc/m*ssez@
fa(,'('/ﬂrcn. £s \71’/%‘ nun :

BEMERKUNG 4.14. : Sei Del und 46{'1//02)%
Dann sind die Riemannschen Flachen V(D) und
V(rD) Z?//)G/OI’M’OI’F/’) é'?uiva/cnf.

BEWEIS : Sei (f : V(.D) —> V("T‘_'D) al€f/'n/er'f
durch ( (’)(,.y) = (X, y’r) Daf3 die holomorphe
//l)b//o!’cmj 4 wohldefiniert is5t, st klar, Wegen

der Kom/oak%/wehL von V(D) und der Nichtkenstany
von 1st y&u(/'ekv‘/v . Die /n/ek%/v/fé’f vou (p

(st nicht wunmitelbar eintuschen .

Seien (X, {7) (’)(/,(«7') € V(J) mzf (x, ;7”7 (x, :7 /
Dann gitt o =x wnd 47 =4"7 Se e (Z/pZ)
das Javerse 24 7 € (ZZ//DZ)*, Fs st also 74=
4+ £9 fc'fr em g € Z . Mithm fo{;f {7’”5: /j"f/"’
=> /\,/,yf?-:_, /(7/?7/7”21 Wegen X =%’ u,70/7’r:,(7
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erhalt man,fe nachdem , ob D dem Punkt & den
Wert 0 zuweist oder nicht: /\y(fx“-vg)%i'-d (Yvd{,)&ﬁ
e g Cx-a )R oo ) 2T i ein £ edmo,m3
Hieraus /:o/jf /\7:{7{ Cp /st also auch l'nj'ekvé('v,
Alce st oy b('/m/omor(o/w und Bemer/(qu 1.4. somit

bewiesen. [

Sei Aat ()= {F 5P [ $(2) = 225 det (2 b) 0}

die Au%orwor/oh/'giwcnjruf/oc der Za.h/enkugc/.
Auch Aut (P O/th’r/é’rf auf [ wie fo/jz‘ -

Aat (") x [ 3 (B,[2]) > B(D) :=
LA Bl )+---+4k, Blx, )] el
wobei [D] =[ A (< )+ -+ A (x, )] gelte.

Die WOA/JC{I""I:'CJ'?"/)C# Var A ist frivial . Zu den
Op erationse liqehsclaaﬁfn :

id ([2])=L[3] ist klar, und fir A, 8 € Aut(P7)
und [D] =[ R (X )+ + 4 (x, )]e j[/%:
ABOD)=A(CABx)+-+ A B(x_)]) =

[ A (AB)(t)+- + 4 (A=B)(x, )] =
(Ao B[R (x)+-+.B, (x,)])=(4-8)(D).

Es j/'/f nun

BEMERKUNG 4.2.: Sei B e Aut(P?) und D el
Dann sind die Riemannschen Flachen VID) wund
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V(8(D)) biho/omorph ci'gu/vcz/en‘f.

BEWEIS : Sei D=4 (X )+ + 4 (X, ) wund BeAut(F

Sel yejeben durch B(z)= fZ:j mit déf(? 2)#0,

NOTIZ7 4.4, Fur xe P’ 31’/%

(B(%x)- B(x, ))46"' SR (B('Y)-B(d,m))&

Zk

(ad- Ac)" ﬁ
TT (cx, +d) A ( T+d>

(=1

il

k.

BEWEIS: (von Notie 4.4.)

. A
(Blx) - B ) o (B(X)- Bl )™ =

ﬁ(mﬂrlg _ axi_{;l,‘)”gl _

jzA\CXFd ¢ o +d.

ﬁ (('a’X'--l—b)(Co(ﬁ' d) —(Cf+d)(a_o<;+£))/£‘ —

(=4 (cx+d)(ce;+d)

n-n‘ (aft.‘d;+BC°<;+<1X€‘-+5(1~C'X'GO<;-Jdoq-cgd, _Ld)ﬁi -
i=4 (cx+d)(ct;+d)
ﬁ(ﬁad——cm)(«l—((:c—ad ) ' ﬁ((ad be)(X-w; ))’ﬁlz
V=4 (C'K'+O|)(Co(b+d.) : (cx+d)cet;+d)

(CLC[ IDC) M “ = -0k ’ai
U(Z:C*rd) - B3
T[ (Co‘i‘f‘d) '




4=

Um 2u Ze/'jen, C{a/g V(.D) uncl V(B(D» A('})o/Omorle

cligufva/é’m" S/nd, werden vier Falle unterschiecden .
Fall 4 : A F o0, B(o(‘-) + o6 7['(4/' [=A4,...,m;m .

Die Riemannschen Flachen V(D) und V(B(D) sind
dann gegeben durch

VD)1 4P = (=) e (o 1P und
Lo a
V(B(D)) : /(779:(7(*5(«,,)) e (= B(x,)))

Fall 1—a): c=0,d.h.: B(e0) =00

Notiz 4.4. 5(:/?rum/0f7‘ dann 2uSammen ZW

\

(5{'Y/—/3(o<4>)/£’- e (B(x)—-BMW))Ag”" =

d)=" " - )T i=a A
(o )'71 —.JT (x :j) = (_g-_) T =)
c{";t/&" =447 d 1= 1
Die Trczkvy/’Ormcef/'on -
(Zk )P

iz1

W, VD = VB ; (x ) o (80x), (3) -

erweist sich als 6(‘/70/omor/7/z. Es 7@/71,2;7'[', die
Wohlo/effnferf/mff Vou Q]Z/B. Zu Ze/yen  Fur (X’,y) e V(D

‘7//7‘ :

(ié /gc)/f )fg a -'% AQL‘ " ﬁt’ otz
((.ﬁ) - - (Z) ’ I—E(Y’ °<i) [_Nj 4

d
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A A n
(B(x)=B(«,) "eie (BIX)=B(x,, ) ™.
Y [st also wohldefiniert- Damit ist Fall 1-a) er/ea/;\'?f .

Fall 1-b): c+0,d A.: B ' (0)="&cC.

P [ om A

T 7 ac/-bC t
Sei srs\/iU("“i’L")
(é*z)/i’

C

Es ISt sE0 Wejen ad—éc FC und S £ o0
wegen B(X:) € C fur 1’5{4/.,./%_},

Die T/’af?f/jO/’MQ‘lLI’OI’Z ’I//B : V(:D) —> V(B(-D))/‘

ay s
()C/y) r———?(B(X)/ ( i E*VfP)

« 1 "

x-8""(s2) "

ist hikelomorph . Es jend'g‘é, oie WoL/a/ef/n/erﬁne[#
Von 77LB LU Zeiyc’n. Fur (x, 7) e V(D) y[/;‘ ;

RO
= -
('X"' B—ACOO)) <2§::1 ")/P) :

ﬁ(ad~ bc)jlf” ;
1= o+ d (%x-e,) . <"<""0<,myﬁh [BJ.(_OO):-E
ik RS
c (x—B ()



.—-/jg__

, ' (_____ad-b(.)/ﬁ"- . (7(" D(A)AA" s (’X'— dm)&,m [N_C_)_f"z 44]
F A -
(cx+d)="

. | 2,
(B0x) - Ble) ¥ o (BOx)-Bt,)

‘\/13 ISt also woh/de-f/‘nierf. Damit (st quch Fall 1-b) erfectlj‘f'.

Fall 2 : B(«;) = o0 fur ein f€{4, ., m} und x, €C
fir alle (€{4,-..,m}.

d.B.4. A sei 8[7(,,> =0 f£s5 (st dann &4:——% G;C/
d h.: ¢+ 0., Die Riemannschen Flachen V(D) und

V(B(D) sind geyeér:n durch
- £ 2.
V(D) : Yyl =) e (K-, und

V(B(2) 773: (- B(o<,_))ﬁ". oo (- B(xm))dg'"‘.

P [ 8
\/W(caxd;’-i—bi)/&b : c)’?%I

i=2
(Z 4:)/F
C =1

Sei S =

Ersichilich qilt wieder s ¢ {0,007
Die Transtormation ’ZIUB - V(D) — V(B(:D)) /

(%,4) > (B(‘X)/ A4 ('2")3.)/,9)
(x-pg"(=2) 71 °

rst bihc/omor/:h, Es j:ena'j{'/ die Wo/z/ole,fm;'crfhc/%
von Y, Zu Zeifen. Fur (’)(,/yj e V(2) j,‘/{:




._2_0..

AN P [5“(o¢)= '%]
( (Z,4)/p =

. . A ) £,
i=2 (x=o) "o e (X X) T c”&‘ [Notiz 14

: £k
e (7(+'45) Y

4 4
(B(x)-B(x2)" *e .o e (BIX) = B(Xwm) ”"-(oooq)&”.cj“

(mﬁ-d)Jé4

o A, £
(B(x)- B(X,) "o---= (Blx)—B(x, )" ™
Also 75t ‘y/g Lvoh/a’ef/w/cr?‘ und Fall 2 Som/t er/cd::?+.

Fall 3: B(;) F o0 fur alle (€ {4,-ym} und « 700

fu“r ein | € {4,.../,,71} _

0.8.d.A. sei o = o0, Wegen B"%w):-%#w
fo/j?‘ c£0. V(D) und V(B(D) sind yejeéen durch

V(D) : ,(«779 = (v(‘—xz)l’“- e (’X'——o(,m)/g'm und

V(BCD» /yf:(’x-_B(O(A'))’ﬁ'i.”” ( x- B(x’m))’gmy '

Pl /{.l r IS
Sei 5:\/]—1(%%) L '\/(L'— gcﬂ) !

=2
(Z4)/r
C
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Offenbar gilt wieder s¢{o, 00},

Die Transforma%rbn y/B : V(D) — V(B(D)

. »
(7(',{7) — (b’(?(), - ﬁ)/fo)

- B" 4(00)) t 1
154 l?l'ho/omcr/a;l. Es (st nur noch dje Woh/a/ef/'n,'er'f,
heit von . xzu Zejgen. Fur (x,4) e V(D) gift :

] P I w--4]
( (<7°>)( )/P) -

(x-p5""
ad-bc\ Tt ad Y Ao ) k..
FHESD T G ™ (e
fézﬁa é":#
¢ (Y""E
Nc*Hl’f,'f.] & ’£
[ = (B(x)- B("(z» ----- (B(f)-B(dm»'m( -ed)
(cx+d) *
cb-ad < 4 Y
- q ) 2
:(m) (B(OX)-B () oo (B(X)-B(x, ) ™ =
L ) b_a._ cho
Es ist B(X)=B(x)=8(x)-B(=) =&y - &= cp=ad

L = A= (B(x)-Blx, ) (B(x) - Blx_ )
Q Also /st Ys wohldefiniert und Fall 3 er/ed{gf.

» Fall % : B(x;)=c0 fir ein ref4,-ym3 wnd "(j:"o
{dr el'h jé ‘{’{,..,,/nq} .




Fall 4—a): |= 4 .

0.B.d.A. sei B(x,) =« =«, Man sieht uninitelbar
ein, daf dies wieder die Situation von Fall 1-a) ist.
Alse qibt ec wicder ein se €%, 50 daf3 die Abbildung
W, 1 V(D) > V(B(D) ; (x,4) v> (B(X),54) wohlde-

finiert und biholomorph (cf.

Fall %-b): iiai.

0.8.d A sei xy=w und B(x,) =o0. Dje Riemann -
Schea Flachen V(D) und V(B(D) sind dann gegeben
durch

V(D) : ,(7‘70-_—. (fx--,xz)&z.....(ﬁ(— o(,m)/&”" und
4 .
V(B(D): Agf:()r-B(@))%‘o(Y—B(ag)) 3,___.(7(—B<°<,,,,))£”’

Wejen "% = B (0) = X, ¥0 [¢f c#F0.

. BT
(£ 4/

c
Es yi/v‘ wieder $§{0,00} , und die Transformation

\

WY, 2 V(D) > V(BD) : (x4) > (B(vr) A
8...4

st biho/émorlo/?. Es rejcht , d/e Wo/?/c/ef/merfheh‘ Von

’!IUB u ’Zciyen, Man erhalt fc;f [’x*/,y) € V(.D) :

)(X )/f’



(o))
ad b(_ ad'é" JZ /g
TT(M +d) - RICTN O L
Sk
(cx4+d)""
Notiz4.4.] , o Y £,
L = (B(r)—B(o@))E”m-(8(x)~8(a<4.,)) (x-4,) *(b-%) -cﬁl
A+ AR
(cx+d) t
"(z:—"ci Vs 4
[ =°] (B(x)-B(«s) 3»--f(8<(><)—B(xﬁ,))%"”(b—ﬂé) !
£ 4
(C’)(-rd)
[V3S.Fal(3:l

£
= (8(3()-B(dd))&”(B(T)'B(@))&--~- (8(x)-B,) "
Also ist ”71/5 Wo/v/a/ef/'n/'erf. Damit (st auch Fall er/ecl{};f
und cherkunj 1. 2, bewiesen. 3

Der Beweis von Bemerkuvng 4. 2. hat zvdem ergeéen :

BEMERKUNG 4.3, - Zujec/ein B 6/4(17“(/}”) 9/67‘6& eine
biholomarphe Abbildung 4y : V(D) —> V(B (D), so
da3 dags fo/f]enc/c’ ﬂquramm kommutiert -

V(D) —LE 5\ (B(D)
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NOTI|Z 4.2.. For re ('l/pl)*/ Be Aut (IP") und
Del gilt: 7 (B(D)=B(rD).

BEWEIS . L5 genugt, die Behauphm_g furReprasen-
tanten von 7 ¢ (Z/pZ)* und Del zu Zeigen .

Dies aber (st trivial. g
Notiz 4.2. /-cc/qf,ferh'jf die ebkurkende Schreibweise
& 78(D) = 7 (B(D)) =R(+D)

Sei G die Gruppe (Z/pZ)* x Auvt (IP7).
Ein Element (7,B)e G wird mit 7B bezeichnet.

Die Grruf:/;e G oloer/erf offensichtlich auf [
mittels B und deshalb definiert G einc /ygcu'\/a—
lenzrelction aut [ -

D~D mid G :£=>TrBe G mit D'=+B(D).

BEMERKUNG 4.4.: Seien D,D' e [ dquivalent
mod G. Dann sind die Riemannschen Flé chen

V(D) und V(D) biholomorph d'gufva(em‘.

BEWEIS: Es gelte 78(D) = D' Nach Bemerkung
1.2. sind V(D) und V(B(D) Liholomor{olfl d'gui'Vﬂ-
lent. Nach Bé’m(jr/(Ung A.4. Sind zudem V(rB(D))
vnd V(B(D) /oiho{amorlnh a‘/guiwlenf Wegen rB()=D’

liefert dies die biholoworphe /f?Ul'VQ/CHZ von V(D) und
V(D). o
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Interessant (st das Resultat, dag vnter gew:}:en
Einschrankungen auch die Umkehrung von Bemerkung

4.4 y/'/f. Dies ist dre Avscage von

THEOREM 4. 4. Se/ P eine Primxahl vad e N
mit am> 2p+ 1. Weiter seien J),J)lé /.

V(D) und V(D') sind genau dann é/'/»o/oWzor/D/z
c’(quivalenf/ W enn j{'/f : D ~D  mod G.

BEWEIS: " /st in Bemerkung 1, 4. bewicsen

warden, und zwatr ohne die E/h:c/;ra','rz/(unj mz 2p+1.

174

= : Fur eine kompakte Riemannsche Flaiche V
sei Mer, (V) die Mehjc aller meromar/ohcn FunKtianen
der Ora’nunj m aaf V.

Der Beweis von , = “basiert jdnk entscheidend

aut /:'oljen dem

SATZ 4.4.- [s. Namba M. [2]; Corollary 2. %.%., 5. 8¢ ]

Sei V eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlechi
g und p eine Primzahl mit Merp (V) # g . Sei werter
75 € Mef/g (V) und n eine natirliche Zahl m/#
(,D—-/’)'(fn—/l) 2 g-1. [sf dann P ein Teiler von
m, So la3F sich j'ec/es h e Mer, (V) schrelben
als Komposition h =9 of , wober ¢ &ine rationale

Funktion ¢ (P 5 P von der Ordnung % ist. /st



-~ 26— |
P jec/o ch kein Teiler yon n, so j,'/f . Me,—m (V) = .

Seien nun ﬂ,DI el mit D= %4(0(,,)‘/‘"’4'/5%{0(%)
ond ' = 44 o ().

Fs gen Jff , =>" fur den Fall zu bewer’sen/ da/3
Kéin o ; vnd Keéin /32 y/el'ck o0 {5'7"

Jst die Behau,o'funj namlich ler derar?“z'ye Divi-
sorenklassen bewiesen vund /st dann fdr irgendein
1€ §4,... m} ader J‘e{/f,...//m} ;=% oder 3. =0,
so wahle man /Iu%omor/‘o/v/'fmen B, B’ € Aut (IP7)
mif Blx:) ¢ T und 3’(/3{-) ¢ C fdr alle (GH,-../fmj
Sind dann V(D) und V(D) b('l)o/om“or,oh é'?zuiv«z/enf,
so (st wegen der 61’ho/omarp/ien /{guz'vdenz Von
VD) und V(B(D) baw. V(D' uvnd V(B'(D')
auclk V(B(D) biholonorph aquivalent zu V(gD
Wegen B(x;) e C und B'(B.) ¢ € gilt dann
B(D) ~ B (D) mod G, ES’j/é‘/’ alte eln 7Ce G
mit B (D) = +C(B(D) Darays folat aber:

D= (87" CoBID),d h.D ~D mod G.

Es gem’gg?‘ also in der TQ‘,’/ nur den Fall zuw
lae‘fracHen/ da8 kein «; und kein ﬁj j/ee'cl.oo,s'sf

" Die Riemannschen Flichen V(D) vad V(DY) sind
b daun gejvcéew durch

V(D) gff- (x- O(A)L' e (x = fX,m)ﬁ’”' und
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VD) s - p ) (- ) T

Das Geschlecht 9' on V(J)) vnd V(:DI) [g«{ dann

N

ij@h /;54-{—-“ 4-/£M =0 (VMOC{ [0) Ul’lO[ }4.*-‘.{‘?

= 0 (mod F) j/fl'cﬁ (F"')Z(W“Z) , wie bere/ts

1

j@Z@;j% wurde .

V(D) vnd V(D) serlen nun b/'lzo/omor/OA a"giu.l'Va/enf-
mitfels ciner bikolomorphen Abbildung ¢ : V(D) =>VII

Nach VOraUISe%ZUWg (st m=2 -2/94'4 Es fo@‘/’:

: 2
?—; LF’"”);"‘""Z) > ﬁﬁ-—«)z(—.z/a——fr)____ (/9-4)({9—%);([""4)

und damit - (7—4 = (/0—-4)2.

Man kann nun Satz A.4. m(t n=p anwendlen .
Es ist x € Mer, (VD). Also 123t sich nach
Satk 4.4. /'eo/es 6 e Merp (V(D)) schreiben als
6 = Bs X, wabei B cine rationale Funktion
P'— P von der Ordnunj p/p =1 ist A b.:
B e /fu‘f‘(/PA) _

Da ¢: V(D) = V(D) b/'/zo/omoz-lo/« ist, besitzt
Xop: V(D)= P" die Ora’munj P Es jié‘/’ also
Cinen /Iu+omor/oh:'§mus B ¢ Au%(lpﬂ),fo da 3 olas
fo/jeno(e Diagramm kommutiert :



R

V(D) SVI(D')

\/4
> P

(%) Vern nun an wird die Vor.: m> 2p+4 nicht
mehr benb’h’g'/‘!

Der /]uﬁ;morf)h{smus B aus Q:'ajramm [47 ist e —
dewtig bestimmt. Ist namlich C cin zweiter Sol-
cher /quomorphfsmuﬁ/. so fo/jf aus (8 °X’)(‘X’,fj) =
(Ce x) (0, 4) sofort B(x)= C(x).

Nach Bé’merkung 41 3. sind d/je Riemannschen Flachen
V(DY) und V(B=*(D') mittels einer lyt'ho/omor/abeh.
Abb/'/dunj "7”/3-4 ér’ho/omor/a/z d'?a{va/enf, Mittels
der Komposition Y _, o ¢ : V(D) —> V(B~"(D"))
sind V(D) uvnd V(B~1(D") ebentals b/'/zo/omorlolz

c'i?uiva/enf

Die kanonische meromorphe ’Prci/’c/(h'on x VB~ (D)
werde aus Grunden der beSSCrCn Un‘)LerSchefo/bar-—
keit zu X V(D) —= P mit ' berzeichnet.

Weiter seien ¢4/ 472_ die /(ompomen%enfunkﬁ'onen
von qb, d.h.: ¢=(d, ).
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Das fo/jenc/e 31'ajramm erweist sich als kemmu —
+a+[v.
Yy-a ©

> V(8= (D)

V(D)

Es \71'/{’ f?cim/fc/v é’l'ner.fe)‘f.{ fur a/le ('X', y) € V(:D) :
X Yoo BT )= oy (8,00, 8 (X, 4)

[Komm utativitat des -J)l'ajra mmSJ

aus Be merkung 4.3]

= B"J(Qb,, (')(,/z]))

Anderersei'ts \7//7‘ auf Grund der Kemmutativitat
von :Diayramm I:A]:

x (%, 4) = B e x o ¢ (%, 4) =
B..»fo ,X-/(¢A (7(/:‘7), ¢2 (%, /y}) = B”"(Q&A('X:AJ))

.D/'ajramm [2] kommutiert also. Weiter yi/f

NOTIZ 4.3.: Fir den Automorphismus B € Aut(IP7)
aus .D,'ajramm [17 \7,-/7(‘. B({O('f/"'/ AL }):fﬁ1/_..lﬁw},

BEWEIS : Wegen x; ¢ €, 3; ¢ € und £ +-+h
= 0 (mod p) und 4t 4,'0” = 0 (mod p) ver—
Zweigen % 0 V(D) = P* wad x': V(D)= P’

nicht Uber «o. % VCrZWGz'j"/- also genau wber




Xy, ) Ky nd X' verzweigt genaa dber B,.,p3, . .
Sei nun A€ {1,..,m}. BZj/- ’X",//'e?en uber B(o(K)
mit Viclfachhet gerechnet p Punkte (B(x, ) u)...
(B(o(K), uP) auf V(D). Se/ /'6{4,..,,/3}. 7w
(B(x,), u(‘) \7:'19* es wegen der Br‘/'e/<7‘/'vf+o'_'7£ von
4): (rb/”(bz) genau € in (, {7)6 V(D) mit ¢(X//y):
(B(x,),u:). Fur dieses (7, 4) gilt also @, (X,4) =
B(x,), d. b : x o ¢(')(, ,y);' B(x.). Da \D/'ajmmm[:/:]
kommutiert, qilt x'e¢ = BoX => B(x)=B(x,)=>
X =& . Jer efnzfjcf Punk? (7(’,/‘7) € V(D) mit x=«
st (x, /(721 (x,,0). 50m1“f\7flz‘ also fu"r /‘edes
refa ., pl s @le,0)=(8(x, ), u:) =>uw = =up
=> %' verzweigt dber B(wx,), d. h.:B(x,) €

{/34/"'//3.411}- Daraus fO/jf die Bekauphmj. 1

k

Aus 8#4(~{/.’>1/-,./ﬂ/m})z Py «, } fFolgt die

E‘Xfﬁ"éﬂz e/ner 7)erma7"a,fl'on 3 €S/m m{f_

g8~ (D') =

om

oo K Gy, (K]

Ses /(l. o= g”g({) . W@jcn /64—{—.,, 7“/(% EO(MOC\//?)
’.S‘IL die R/emcwmfc/,e Flache V(B_”'(D/)) also
jejeéen durch

V(g (D) s 2= (xe )" (x - o(,m)x"".

,“"f die meromor/oke Funktion w:= Z°%-4 © 96 : V(J’)‘)}P’
| (it dann fur Ae/z'eé.‘ye;‘ (x "j) € V(D) :
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W/P(’)(‘,/g) = (% (VB”4 o ¢ (’)(,'3)))49 =

i ] ; /C . ~ . h
TT (x" Y1 ° ¢ (% 4)—o;) " = [Diegrammiz] kommutiert,
11

m

(Y(Y,/ﬁj)"d;)zi )

124
Es j;'/f alse qu¥ V(D) :

, o
(2) Wf‘;(’)(‘*o(,t)/('{'--"(f"f’(m)

Da w und /:7 meroVMorP/’l auf V(D) ,anc//.?f/{— C/iéS
auch f&'r die Funktion

W
= ,f,,
v
Fur diese Funktion vV j/'/f
WA | A2 44
Vf - (,)(_0(2) 2 472 (7(_0(”") 1 4 zm/

denn wegen (2) erhalt mean :

/(A /Z )£4

wl"f’ - ) e (=)

- A
yx” (x-ot,) e o(x- ot

(- ocl)/&/(l"e‘ﬂz ...

)43,,,,)/34

/£4 /Z”"I ~/Z4’£/m
- (x-x ) .

m

Es y/'/f nun welfer :

NOTIZ 4. %. . v [of eine rationale Funktion von X

BEWEIS . Annabme : v 1dB3t sich nicht rational
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durch x ausdriucken.

Dann (st € (X v)ein echter Oberkorper van f(v(’)/
d h.:[€Clx v): C(x)]> 2. Wegen p=[Mer(V(D)): € (x)]
[s Forster 0. [41; $.53] folgt dann m/ftels der Grad-
formel : p = [ Mer (V(D): €(x,v)]-[C(x,v): C(x)].
Da[C(x,v):C (x)]>2 3//7‘ und p eine Primzahl
ist, muB [ Mer (VD) : C(x,v)]=41 gelten ,d. h. :
Mer (V(D) = € (X v).

Sei F ein irreduzibler Fektor der Gleichung

ht,-L 4,

A k4 ’é’[my'— 4"@“)
(G) vP-(x-w,) 15 Lt

e (- ) a.

Ein solches F existiert, da ansonsten v konstant,
also rational were !l F definiert dann eine kom -
pakte Riemannsche Fleche R. Wegen Mer(R) =
C(x, v) ftﬂj?" Yusammen mit Mer(V(.'D)):C(T,V)/
c/a/@ R und V(D) b;’ko/omor/?/v d'guiv(z/enf sind
[s. Gunning R.C. [41,; S. 258, korollar]. Also missen
R und V(D) das giciche Geschlecht g besitxen.

Auf R /st x eine p/-— b/d’#r/'gc d.é)er/ajerunj
mit p' £ p, Selbst wenn X wuber o0 VerzWe;\';nL,
SO Ver:zwel:?f X auf R in hochstens m Punkten
Sei P ein solcher Punkt. Fd'r dje VG/’ZWCI:?Un]J‘—-
ordnung AP in P qilt dann bP ¢ pL 4. Dies
bedeutet fdr die GGSam+vcrzwe,'junjSordnunj
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b von % auf R aber : b < ’VH(,D~4), Somz'fj/'/f
nach der Formel von Riemann- Hurwitz fur das

G€$c/r/ecl7+? von R :

_:_l_y___ ’_,,4 _éfm(,Pl—’f) / _(/m—z)(pf_/i)
§=27F 2 -Pta = 2

< (m-2)p—=1) _

2 i d
Die Zahl 54 ist das Geschlecht von V(D). /n
den oéz'jen Un_gfefchunjen kannen dann und nur

dann Gleichheifczeichen stehen ,wenn p =P’ ail
vnd x auf R in genau m Punkten voll VerZWezjf'.
Dies bedeutet , dafy die G/el’c/fwnj (G) irredu -
zibel ist vnd X auf R dber o0 Verzweigt. Die
lrreduzibilitat von (G) liefert, da3 R glel —
Ckunjsdefz'nzrerf ist durch

f’ /é /{ X zg '&4 "e/m —/84’£,m

R : = (X-,) " Fee (X,

Da X UGber o<y, .., < vo ll verzwe;jm"/ Kann man
fc't.r g/ IS {2/,../ /m} anne/wnen ; ,K,,/f "‘/64/£g- E# 0(”706{/3).
Weil ¥ 2udem oher oo voll Verzweljf, fo/jf da nn

inshbesonders -

| ZJ% ,(’} /(,£ £ 0 (modp).
2
Andererseits ji/;‘ wegen .z’('go(moo’{b)(./nq’ Z/£~Eo(m°0lf)

=

aber daf p ein Teiler von Z/ﬁ /( Z,e x@
i=z
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A, Z /Z? - A, Z /fa? ist. Widerspruch l
.3',:4 j,,:A

Alse ist v eine ratiopale Funktion von X . OJ

Auf Grund von Netiz 4. 4%. kann man G/e/c/wunj (G)

in der Form

A A-L A, By,

(h(x) = (o=, ) e (st,)
_S'C/;rel‘ben/ wobei } eine rationale Funktion ist. Die

Rationalitdt vom h /'rn/?//‘zferf Sofort :

/)@4/62 ~/{74/£2,=_=_0 (Vnoc/P)
A Ay =R, A =0 (mod p)

s b a

AL = A A =0 (modp) |

Fur die €n1L$’OT'8Ck€nJC"n Restklassen bedeutet cieses

/(Ongruemibfns\l/s“/'em HI‘C/'I‘{'S anclere,\' a/S

A A A A A A A A

Bl = DRy A=A Ry i A=Ak,

Da p kene der Zahlen /ﬁj- teilt, sind diese Gle r'c/}unjen

c;?ul'(/a l[ent %

N A A A

/Z/] — /[2 /' /. /g,y - M
SEANEEA N - T A

14 jl /£4 '/Aﬂ‘h
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Fur die Divisorenklasse 2D erhdlt man nach

Defin (flon von 7 nun
(3) 7D = rh(x)rtrh (% V=L )+ L (a)=B (D)

rD =B""(D') ist nach Notiz 4.2. aber 3(€(bhbcdeq+end
mit D' =7B(D), dh.: D~D' mod G. Damit ist

Theorem 4. A vo//Shi'nc{/g bewiesen O

Dag nacAfo[geno{e. Theorem 4.7 . jt’s{a{{'ey" ec, die
Berechnunqg der Ordnung derAu‘/‘omorlo/:l'smenjruppe
Aut (VD)) der /(om/)ak{'en Riemannschen Flache V(D)
auf die Berechnung der Ordaung einer van den Ver-
Zweigungspunkten von V(D) a[;/;ci'nj/jen endlichen
Unf@r’yrup/ae der 4u %omor/o/vismemjrup/oa Avt (IP")

Zuruck -zafok'hrcn )

THEOREM 4.2 Sei D el p eine Primzahl und
m e IN mit 4117,,2)0-]-4.
Sei K[, die Fo/jene/e Um‘erjra/ape von Aut (V(D) :

214

F /:O.é\/'éf’-’l}

Ke = {573 s ) (x ph e VD) e
und l-j) die folgena/e Un-;LergruFPC von Aut (P7):
Ly=iB8eAut(P)| Ire (Z/pZ)* mit B(D)=7D}.

Lu jea’em <b é/hn‘(V(]))) 3(E+ es 3enaa ein
Bp € Aut (P) mit xod =By ox. Die dibildung
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T At (VD)= Ly ;¢ Bg ist dann ein
GruppenhomomorphisSmus, und €5 yj//- weiter :

Die Seguen*z

A —— Kp ikl 5 AGHV(D) —E—5 | 54
st exakt.

BEMERKUNG : Kp ist die Decktransformationc —
gruppe b:zyf. X und besitzt die Ordnung P

Dafl die Elemente von Kp 3_eckf'ransforma+i0nen, 62(7/.
X sind, ist klar. Weiter /st die Lléer/a?eran\c] X
ja/m'm'c/q ; denn sind (X, {70)/ (X4, 4,) € V(D) mit
X(Xo, 4.) = X0, ¢,), d. A%, =%y, So g/it

4, = exp(2wig/ply, Fir ein jelo... p-1l
und alse %3' (To/jo> = ( To,,g,,) = (X,,4,)- Der
Grad der Ké'r)ocrerb\/ei%crung C (’X’lj) cC(x) /st
jle/ch p [ 4. Forster 0. [4:7/: Satz §.12,5.53] .

X V(D) —> [P" ist aber genau dann galoissch,
wenn dre Decktransformationsgruppe Deck (VD) = P7)
aus genau [C(x4): C(x)] =p Elementen
besteht [ ». Forster 0. [4]/' $.83 unten]. Also g/t :
Kp = Deck (V(D) X5 P7).

BEMERKUNG Lj ist eine endliche Un+er\7ru[o-’3€
von Aut(lP”).
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Dap Ll> eine Unv‘cryra‘bpc’ von Ay+ (IP7) is+/ kann

man wie folgt cinschen .

Wejen idﬂ,_ﬂ o L.D /st Ly F 4. Sind nun B,cely,
So cxistieren 7,5 € (Z//‘JZ)* mit B (D) = 7D und
C(D)=sD Es j;‘H also 5—4(rD):\D/ woraus mjt
Netiz 4.2, folyt: o (B™7(D) =D, Mithin gilt:
B'(D)=7+7"D,d. £.. B~ ¢ Ly Weiter 9/t
(BeC)(D) - B(sD) = s(B(D) = sT7D . Somit st auch
BoC ein Element von Lg~

Es jiH nur endlich viele /r}'gu/m/euz/c/es*sen ’I“.DE/;--
TE(LHZ), D €T, Gilt D=4, ()4 +4_(x_)
so (st B(D) = 1) j/e/'chéea‘eafcwd m [+

A, B(x, )+ t R, B )= B (). + Th (< ).
Es mufl alsq MOfWQi‘)G/(;? 5({06,,/--./0(M 1) = {0(4,..,,0%1}
gelten . Hieraus fo/j7‘ ord (L.D) < o0, deny wegen

/

m>2 2p+ 4 j/'/t m 23 und e/n Au*/owrarp/u'smas
BeAut (IP") js+ durch dje Vorjaéc von drer
Punkten und deren Bildern bereits c('no/eu#g bestimmt.

BEWEIS (von Theorem 1.2.) % Se; ) € Aut(v(D).
Wejen m =z 2/0+4 kommu-tiert ﬁ/c{grarrm, [17. Fc
9/6F a/so genau ein qu € Aut (P7") mit x o ¢ =
B¢ X Alse /st wo/L/a/ef('nferf.

Fur ., 92 € Aut (v(2) gitt T(8,)e v (4,) =
B¢,4 o 391’1. Andererseits \7[/% wegen 9(0454 o¢2 =
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B¢4_OXG¢Z:B¢1OB¢ZOX_ aber auch B¢108¢2 =
B¢ ob, = T(¢,o¢,). Also ist T ecin Gruppen —

homomor/»/u‘smu&, Zu Zelyen ISt noch

(i): Bild(7) = L_D und
(ii) » Kern (T)= K)a

Zu (1) : Sey BéLﬂ. Dann j:’é% es also ein /ré(ZL/IOZ)*

mit B(2) = 7D, d. h.: D= 7B~ (D). BCme(‘kunj 1. 3.
Uhd der Beweris von Bemerkung 1.4, [iefern o e Exi-
stenz einer biholomorphen Abbildung ¢ = (¢, $,): V(D)= V(r8 (D)
mi+ ¢4 (Y,/j) =B " (x) . Wejen m2 2p+1 y/'é+ es 2 u
diesem ¢ genaw ein C ¢ Aut(P?) mit Cox=xo¢.
SOmH‘ y/'/f C e Bild (T). Wejcn 9154 [7(/7):_ 8'4(’)(‘)
folgt C (%)= 87"(x). Also liegt B™" und somi+
auch B in B/ild (T).

Sel Unqjekeérf Be Bild(T). Dann gib?t es also
einen Au%omor/oﬁ/smus ¢ € Aut (V( l))), So da/3 das

fof\?é'n de \P/"czﬁ/'Qmm kommutiert :
¢

V(D) —> V(D)
. l lx
[P’ B=(4) > P* .

(‘)K%): Von nun an (st die Bedinjunj ™m 2 2P+4
Uberflissis!
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Es 31‘51‘ dann ein re (Z/'o Z)yﬁ mit B~ (D)= 17D [siehe (3)

im Beweis zu Theorem 4.4.], Hieraus fo(g"f‘ aber schon

8_4 € LJ) <:> B € LJ) . Damn‘ IIS')L B”d('t): Lj) \7826/\7‘/’.

2u (i7): Sei ’17‘1' € KP, Es gié‘f' genau €in B e Aut (/P"),
sc daf3 das fo/genc{e Diagramm kommutiert -

P

V(D) 7 SV (D)

1k

P’ B 5 [P*

Es gilt also B(x)=Bex(x,4)= xe 74 (x 4)=x (2, n¥g) =
dh.: B=idps => Kp < Kern (T). |

Gilt umgekehrt ¢ € Kern(’t'), d.h.: T(fﬁ):l'dﬂ,q,so
bedeutet dies nach Definition von T : 'X-:'>(°43'
Hieraus folgt ¢(x, ﬁ) = (q’a('X’,g) , ¢2 (')((/j)) '—‘('X; CPZ(X’:j)).
Ist V(D) gfefchungsa'ef{n[er% durch

VD) 7= (o ) (e )R

So fo!3+ (¢’2 (7(,11))P={1F, also qbz(x,y) =77?'4/ mif

7= exp (27i/p) und einem je {o..,p-1F. Weyen des Iden -
titdtssatres und weil J nur endlich viele Werte
a(urch/diuf?‘, Kann / unabhangig von Y 3@&/6&%/* werden.
Es qilt also P € KF.

Damit (st auch Kern ('Z)——‘KID \7626/\7‘/' und Theo-

rem 4. 2. somif bewiesen. [
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BEMERKUNG: Fir die in Theorem 4.4. betrachteten
Riemannschen Flachen V(D) wurde die efngangg

3eé'u[.’>cr7‘e l‘/Equfunj vollauf bestatigr. Die biha-
IOmothen Agulva/enzk/assen dieser Riemannschen
Flichen lieBen sich vollstandiq durch die Punkte
beschreiben, uber denen die kanonicche mero —
morphe Trojektion & :V(D)—> P’ Verzwe(qt .
Theorem 4.2. hat erje/:en_/ da3 die Ordnung

der Aufomorpﬁl'smcn]ru/a/?e Aut (VD) von der
Anxahl der /(uf'omorph/'smen aus Aut (P7) ab-
hal'njz‘, die diese Punkte b;jek?‘/v aufeinander
abbilden. &

Eine triviale Fo/jerunj aus den Theoremen 1A4./1.2
(st die Bé’dmch%wzg, da/3 sich die Kernausgajen
dieser Theoreme  namlich ein [someorphickriterivm
und eine Au:saje vher die 0/‘0/nunj der /f‘ufo ~
morphismengruppe unmittelbar auf die Elemente
der enfslbrec/zenc/en [)/ho/omorlahen /{?uiva/enz-—

klassen Riemannscher Flachen Cber frajeq [assen .
Man erbhalt -

BEHERKUNG 1.5 Scien D, D' €/, p elne Prim-
2ahl, m e N mit m > 2p+1 und Kp, L3 wie
(n den Theoremen 4. 4./4.2. definiert. Weiter

seien R baw. R’ Rjemannsche F/ci'c/,en/ die Zu




S

V(D) bazw. V(D) biholomorph c';’gfuiwlen+ siad .
Dann 3(!1‘:

(i)i R und R' sind genav dann Bz’hclomorf/»
é‘gu/s/a/c’n?L/ wenn \7//’7‘; D~ D' mod G .

(ii) . ord (Auf(R))’:ord(KP)'orc/ (L.’D): p-ord (LJ))' -

Wenn (m folgenden davon die Rede ist, da3 /[u"r
Riemannsche Flachen R, R’ die Theoreme 4.4./1.2.
gelten, diese aber nicht unmittelbar anwendbar
Sind, so Sall damit stets jemeinf sein, C/{Z/3 7&'{/
R, R' die enf'S/?recAeno/en Aufyajen (i) brw. (ii)
von Bemerkung 1.5. jd‘l“ﬁj Sind .

BEISPIEL 4.1 : (HyﬁerE//;}ofikche Riemannsche Fla'chen)

Die hyperelliptischen Riemannschen Flachen sind
genau die Riemannschen Fldchen vom Geschlecht
9>, die biholomorph éiguivﬂmf sind zu Riemana -
Schen Flachen V, dje gleichungsdefintert <ind durch

Vit (Ros) ) ety )

mit Faarwef'se verschiedenen X, € [[5. Farkas H.M. /
Kra I./' S. 36, Dort xdhlen auvch die Za/q/enkb’je/
unhd die Tori Zu den hyfeffi//i'ph&chen Riemann-—

schen Fldchen. Dies wird hier ausyescl,lossen,:}.

Wejen 231‘-2 >5  und .’Zf} +2 = 0 (mod 2) ge/fen
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alse fb't'r Samtliche /zypere///'/mél;fcﬁen Riemannschen
Flachen die Theoreme 1.4./4.2.

BEISPIEL 1.2 .- (Tori)
Die Tari Q:/L, L Gitter in df, [assen sich be —
kanntlich mi+ den komloakfen Riemannschen Flachen

Vom Geschlecht 4, also den elliptischen Kurven
vber €, identifizieren. Jede solche Kurve st

ly/halomorph d‘?uiva/enf ZU €einer Riemannschen

Flache VV /4 Weiers-)‘ra/Bscher Nor;rva/form
V: ?z (X - X =&)X = ot5)

mit paarweise verschiedenen « € C[s. Mumford D. [1];
S.450]. Man kann nun einen Aufcmoqﬂ:ismus
BeAuvt (P7) finden mit B(«,)= 0, B(x,) =41 und
B(eo) =00 . Seif N:=8 (0(3) € C. Dann /st also
segar jeder Tarus C /L biholomarph é’guivqlen‘l’
u €iner Riemannschen Flache Vo, die gleichungs -
defln/erf ist durch

2% ,yz = X (X =a(x=-N)

Ein klassisches Resultat ist, daj3 dje b/hO/omorf/ze
A?U;va/cnz dieser Riemannschen Flachen Va
durch die We/ef‘sfraﬁsa/ze QL" lnvariante

_ 8 a2 3
4 [VQ\) . = ‘29\2(()\7\' i;‘;’) enfschieden wird, (Der
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Faktor 2% st im Hinblick darauf anjebrac/y'f, a’a/3
in der a/gebrcz/_cchen Geometrie |.a. algebra/ycée
Kurven uvber lacl{eb/jen a/j€5ra/5‘c/l abjc’Sch/o:.renen
Korpern be{ra‘cln"e’r werden. ) Fur die Riemannschen

Flachen VA 9//* nun der

SATZ 4.2.: [S. Hartshorne R. [41; S.31%, Theorem A,

Zwei Riemannsche Flachen V), \7« Sind genau dann
b/ho/omorph d‘gulva/en‘f, wenn 41 (VX): g/ (Ku)j/-/'f,
U:njckehrf /st jedes T e C die Weierstraf3sche

j/ — lnvariante einer Riemannschen Flache V)\ .

Weiter qilt [s.Hartshorne R. [4];5.320] :

o oy . 14 , ~ 4 n -
-}(V)\)—g,(zu) (,)/e{)\, >\/4 7‘/4;)\/7\__4 ,9\}\’1}.:]

Die Bedin3u11j fc[r/u aus Satx 4.2. (st aber
y/e/'cﬂléedecu‘end sur EXisfenz eines Auto —
mor/o/u'gmus B e Auvt (IP") mit B({O,”, 7\/“’}) =
{0, /7(/“, o} . Dies foljf durch eine einfache
’Reclmunj/ wenn man AUF éerdckg/'clzﬁ\?f, da)l es
Zu paarwese verschiedenen 2, %,,23 € P und
)oaarweise verschiedenen w, w,, w; e P stets

jenaa €in BGAUIL([PA) it B(W,') :'Z,‘ jléf

Die kanenische meromor/ahe froJ'ek%/'on x - V>\———> fP4
verzweigt genau Jber 0,4, A vad oo . Der Vo
ZajEOrc(nefe Divisor ‘D) e Div(PY) st somit -
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:D% =(0) + (1) 4+ (A) + (o0) . Sind nun xwei Tori
Vo V/( bihoiomorfk d'?U/‘Vafem"/ S0 be:ayf die Fxi-
Stenz eines Be‘/fu‘f(//”") miF B[{O,/I,)/oo}):
{0,//7“,00} nichts anderes als Dkfv])/u mod @G .

Fur alle Tori bleibt also die Aussage von Theorem 1.4.
gc}‘/v‘;'j.

Va"///j Q/njekc/zrf verhalt s sich mit der AUSSaﬂe
von Theorem 4.2. Diece 9//7‘ namlich fur keinen
el'nZ/f]en TC‘I'US/ da de Au%omomorpblsmenjrulploé

eines J'ed‘erz Toras T von unendlicher OFa'nunj /st .

Gilt T~ &/L, L G#er in €, so st ersichtlich

f&'r J'eq’e; w € C/L die Translation +(w): C/L~> C/L,
I Z+w ern Auvtomorphismus.

BEMERKUNG : Saty 1. 2. beujf m;Aesono/ers
avch, daf d/e Menge der b:holomor/ohem Agwt/cc-—
lenzklassen der Riemanaschen Flichen vom Ge-
schlecht j; 4 sich bfy'ekv‘)‘v aaf C abb/lden laf3t.
Dies ist eine ’/’réizis{erqnj der (n der Literatur
/vc‘z'uf{y anzutreffenden Fornfzu/r'erunj: L, Die Rie -
mannschen Flgchen vom Geschlecht g = hdnjen

von elinem kom/o/é‘xen Parameter ab " [

Die foljé?nc/em Beispiele behandeln denw Fall p= 3
vnd m <« Zp +1 .
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Sei D=4 (x,)+ "’/JQM (<, ) e, p=3 und
m < 5. Fur das Geschlecht g der Zugchb'r/yen
Riemannschen Flache V(D) erhdlt man wegen
/£4+~-+/£ = 0 (mod 3)

-

"

1) Fur m=2
2) fur m= 3
3) fur m = 4

g,
1,
2

-
—

Aa @ A
¥

Fur o < 5 erbhalt man olso entfweder einen

Tr/v[a/fal'// die Za/;/en/(uye/ /P/’/ oder bereits
behandelfe Klascen Riemannscher F/d'cken/‘ namlich

Tori und hy/acre//f/ofzk'che /'—./C.ZIC/zen.

Es jefwr"fL a/ro/ den Fall m € {5,(} 7u betrachten.

BEISFIEL 4.3.: Pp=3 und m=15.

Ec wird sich Zc{gen, a’a/3 Theorem 1.1. jd/%/j
bleibt. Theorem 4, 2. JedoeA verliert in diesem
Fall d/e A//jemefnyc}'/ﬁjke#.

Sei :D4 = ,454 (%}+»-. -—4—/55(()/;) €l . Man kann
direkt /£[ ¢ [4/2} annehmen . h/cfjen ,£4+...+/55’£O(m0d3
und & F 0(mod 3) folgt dann : & +---+ £ € {6,9]

[st kvt he=9 50 sind nofwendgerweise vier
A j/el'C/l Z und ein K, ist j/f’"Clt 1. Dann
\7//% aber 2,~ 2, mod G mit D, :,é[};)-{»....;’/eg[&)



— 46—

und /et‘: 1, Falls /KL = 21 und /€[ = ,‘2/ fa//s /,ét.:m
Also kann man direkt /44 + - *,ﬁg =€ annchmen .

Ferner kann man den Punkt s ot /ﬁL- =2 miffels
eines Au%omOrph[smus Ae Auvt (P7) auf oo abbilden
und w2wei Punkte s mt ’££ =1 auf die Punkte

0 uvnd 4 . Somit qilt

Dy ~D mod G mit D= (0) +(4) + (x,) + () + 2(=d),
wabe/ Xy, o, komlo/exé’ Zahlen sind mit <, of{O//I}

und £, F X, .

Um die GL;‘/?LI\jkel‘.f der Theoreme 4.1./14.2 . /m
Fall p=3 und m=§ nacéxu/?rd'fen/ j@ndyf es

a/So/ Divisorenklassen Yom 7'7/3 D %u betrachtea .

Sei D' = (0) +(4) + (B +(B,) + 2(0) eine we/tere
solche Divisorenklasse . Zu D vad D jehé'rc’n

alse dic Riemannschen Fléchen
V(D) : /33 = X(x=x - x NxX -x,) vnd
V(D) : /?3 = x(x- A)(')('—/}A)(')C‘ﬁz) )

Fur das Geschlecht g von V(D) 7/'/* wegen
R4+ B = 0(mod 3) : ?c(f~4)(”"“l)/2=3.
Weifer 5/'/f :

NOTIZ 4.5.: V(D) (st nicht hyperelliptisch
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BEMERKUNG : Ohne ﬂoc/?malfge CXPI;'ZNLC" El’wc'ifvnumg

werden Samtliche folgenden N/'cmL—hypem/h}ﬁ/zifif&—«
nachweise mit H{[fe des nachsStehenden Satzes ?efd/?rf,

SATZ : [s. Farkas H M. /Kra I.[4]; Proposition il 7.10.,5 101 ]
/]uf den hylbere//i/'afljchen Riemannschen Flachen vom
Geschlecht g besitzt J‘ede meromarphe Funktion mit

einer Orc/nung < g, eine gerade 0r0/nung. 3

Hierbe wird unter der Ora'nung einer eijern‘/{c/:en

L:’ber/agerw;j 75 die Bldtterzahl b('f) von § verstanden

BEWEIS : (van Notiz 4.5)

Da das Geschlecht von V(D) gleich 3 (st und
X € Mery (V(D) gilt, ist V(D) nicht hyperelliptisch.m

Da dje hyperelliptischen Riemannschen Flochen vom
Geschlech? g; die e/hz[jen /(om/)Q/ﬂLC/? Riemanngchen
Flachen mit genau 23%2 Weiar:ﬁaﬁ*?unkf'en sind
Ls: Farkas H.M./Kra I.[4]; Thearem 11i73.,5.957,
erjibf Sich aus den weiteren Be‘/‘rachv‘unyen mif
Hilfe der Weierstrafs- Punkte von V(D) ein anderer
Bewess ven Notiz 41.5.

VID) vad V(D) sind ij/. der kananischen mero —
morphen Froj‘ekHon X~ wber oo ol Vc’rzwe(?%, Sel
P, € V(D)/ bzw, R, € V(D) der viber oo ye/ejene
Punkt . Eg '\7/'/7‘ dann :
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LEMMA 4.4.: V(D) und V(D') s<ien b{holomorph
C‘ILC_IUI'Va!em'f’. Dann 3i5>*l‘ es eine bihofomor/)he Abbi}dunj

VD)= V(D) mit f(P)= Q.

BEWEIS: Fur die felgende Aqumenhﬂon wird bengtigt:

WEIERSTRASS'SCHER LUCKENSATZ: [s. Ahlfors L.\./

Sario L. [4]/' Thearem 28 C,6S. 330] Sei Veine kom-
pakte Riemannsche Flache vom Geschlecht 9 und aeV.
Dann gl'H' es genaw g naturliche Zahlen ey g
mif 0<m <« Mg < 29, 50 daff keine meromwphc
Funktion auf V an der Stelle a einen Pol der Ordnung
4 ¢ {fn,,,.../fn?} besitzt und in allen sonsﬁjen
Punkten auf V holomerph ist . Das g—TuFe(

(n, ,-..,m?) heipt Luckenfolge in a. Die Punkte,
deren Luckenfalge sich ven (1,2,-,9) unterscheidet,

sind genau die Wer'ersf'ra[}-"f’umk{'e auf V.

3
Die Zahl w, := ,_2141,- - ;3 wird als das Gewicht von g
bexeichnet, und es qilt weiter [s. IitakaS. [417;
5245"5224 Und Pr‘o{)OSiT"iOﬂ 67 (Ili)]:

Wa ist gleich der Nullstellenardnung der Wrenski -
Determinante W, (w,,,...,w}) bzgl. einer Basis {w,,,.../wg}
des € - linearen Raums der holamorphen Differential-

formen auf V. o

NOTIL 1. 6.: Sind V. W kOMFQ/ﬂLe Riemanngche Flachen



T

und ist f:V>W biholomorph , so bildet £ Weiler -
5‘7‘m,3~7’un/<fc Vom Gewicht w wieder auf solche

?un/{#é ab .

BEWEIS - [s+ acV, so besitzt f(a) ersichtlich die

gleiche Luckenfolge wie a. g

Sey Po :(OIO), P4:(4/0), Pd,’:(x‘/ 0)/ sz:: (0('210) und
Q € P, Py Puy, P, S

4
Y - &

I,CTI‘ an:c)n:?"en L’O/OVVIO!’/D/'(.

besitxt (n A einen Pol der Oro)nunf] 3 und

d A besitef wegen (.y)‘- Fot Prt P, t B — 47,
(x-Q)

in Q einen Pol der Orolnunj 5 wund (st aasonsten
/Io/omor[oh.

Die L&'c.kemfo/je m R (ot also (1, 2, W), Somit sind
Fs, P, Py, 7’6(2 Weiers fra/3~ Punkte vom Gewicht
(1=4)+(2-2)+(¢—-3) =1.

In Fo besitat % ernen Pol der Or-c/nu.nj 3 wund
ist ansonsten holomorph -

Die Luckenfolge in F, ist also (1,2,5). Somit st
P, em We[er_cfra/?—~7’unk7t vom Gewicht
(1-4)+(2=2)+(5-3) = 2 .

Fur eine komlaa/ﬂLc Riewmannsche Flache R bekeichne

ﬂ(R) den €= Velktorraum der bo/omorloézen ,D/'ffc:ren-
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7"ia{7formen auf R . Eine einf'a che ReChnung Ze{jf, déz/Z

die @'F}fcrcnfl’a/,formcﬂ Wy = dx S, = ’de , Wy = ax
z

& 4 “d
Cine Basrs von ﬂ(\/) Ai/den . Um jeden FUH/(f ZGV
mit 7 4 {Po, F4/Fv<4/Pa(,_/ Poo} kann man X als /(ar?Le
wahlen. Fur die Wronski - Determinante W, (0,0, 0 )

gilt dann fir jedes Z & {fo, 1, B Py, P ]

A x 1
- 2

S R
o)

—
ax(a
~_
<X

\f_/\
< A
LA

W (w"lwl/ws) =

f*""\ ——
< |a
N
\_‘_/'
::

_
ax |
—=
T
<2 %
—<

Sei G ()= x{x-A)(X=e, ) x-«,). Dann gilt :

NOTIZ A.7.: Fur Z ¢ {P., Py, P P} st
2()°" - 307Q

&4y
Insbesonders sind dann also die We/ergfr:zp—f’un#%e

Wz (("JAI w;‘.,“”;) =

Von V d/e nicht (n {/30/ . o( , “ ; 00} /leanlyenau
die Nu//bfe//en on 3&"&-—2(&'}

» BEWELS = Man erhdlt wegen /(7’:-_ Q’

‘ 4 / _ _ &/
‘ a) (’;) = %'5 3;74 ,



_@:)I . ‘(&/ 3{74— /{273g a/) _
34" - 9 =
4 34
oG 3 (&/)2 .2
3& —-42 3 2 _ 4(&) "’3aﬂ(l
- - ,
34
a/
) Z’J‘gjj’z _ _a&’s /
/gq 3,}!
" og Y /
_}_(Q’)’ ) &,;7-5{7.3_2_2.@’
3 ? - 73 /y/fo
36" ”—542(62’)1) _ 4000 - g’
Ao - 3/2’3 /
.—/—")/ Lt ] 4 2%’
45 45 T 347

105 (Q)° - {xr”a
3,38

Alsao 3:’”:

t)



x () #5 o(5) | e

7|
A\ 4\ 4\
- gl T
(47 ) ?(ﬂ) /}(/f)
1 1
¢ q
4(1 _ 2x& _ 24
A 5¥) 3
4 ( 4a' , 40x(8)"- 6x6"Q p 10(0)*- 6Q"a
Yoy syt 7
0 1
¢
A —2a’ _
g4 34" B
- ke 40(0)°%- 68"a
37(/%’ 3/3,;1

ehe) g (_ma’)%m"a
7K 3/%'}
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z PR~ N7 /2 1/
_ =40 +¢4(a)-3¢@ _ 2(Q) -30"&

ay° &’y

Man betrachte R als POI)’V?OM In e(ner kom{olexen Unbe-
Stimmten. Ersichtlich besit2zt dann dag kOm/Di€XC 7’0/)/*

nom H(x):=3Q(x)Q"(X)-2(Q (x)* den Grad &.

Fur das Gewichf Wp eines Weierstrafi- Pupktes Paa f
einer lcomioakfen nicht- Aypere//;}»-f/s’chen Riemann schen
Fliche R vom Geschlecht 3 gilt : wp £ 1 [S. Ii+¢ka[4],'
Theorem €.42. (i) ,5.223].

Da V nach Notix 1.5, nich+ b)//aeréflfpf'isch .'5]"/ foljf'l
da[3 das I"[ax{malf]ewich‘f‘ eines Weierstrafz—Punktes
auf V gleich 2 i1st. Hieraus folg'f, dafd H keine n-Fachen

Nullstellen mit m» 3 haben Kann.

Das Gesamfﬂewichw‘ aller Weiersfraﬁ- Punkte auf vV
ist (g~ —4)3(j+4) = 2%,

Ana/ogeg 3[[{' neturlich aquch {ur v’ = V(jD/),
Fall 1. H(X) Lesitze jeﬁaué verschiedene Nullstellen .
Dies ergibt A8 peue Weierstraf3 - Punkte W,,..., Wyg
aat V. Um auf das Gesamf‘jewichf' 2% u Kommen
mussen alle diese Wefer&‘%raﬁ— Punkte dac Gewicht

1 besitzen . P, (st somit der enzige Weierstrafl-
'Pun/ﬂL vom Gewich+t 2 auf V. Nach NO'HZ 4.6,71'/{-.




dann f&r J'ec/e lo/‘hc/o»norpléé Aéé(‘/dung ]fV—-% V/
f(P,) = Q

Fall 2 : H(x) besitre genau eine doppelte Nullstefle.

Dies ergibt 15 neue WeierstraB-Punktc W,,... W
Von denen 2Zwelf das Gewicht 4 und dre; alas Gewicht .1
2 haben wmuscen , um aaf‘ das Gc’Samfjrt’wfch‘f QY 2w kommen.

Die drei We;‘er;haﬂ\—?unk#a vom Gewicht 2 cefen W W, W,

4, 2,73
Sei weeder

27L

kazgf;i?’:VB()(I,j)b—)(xI??’g)e\/}q? =e 3 /4 0 4 2}
die .:Deckf‘l'ans([orma‘;’iohs\c]ruPPG von V szl, x. Triviel (st

NOTIZ 4.8 . Die nicht- trivialen J)ecl’{-ransfomaahoncn
,,7?’ besitzen genau Po, ;,Po(,_,EO als szFunkf‘. O

O.8.d,/1_ 38]&
(W) 7 w)= W, , F (W)=, | 7 (W3) = v,

Sei nun £V V' bihol omorph. Nach Netix 1.6, gil4

f(Z = Q4 fur einen Welcrsh-afs Tunkt Z, vom Ge-

wicht 2. (st 7 = P, so ist alles klar.

Sei Z,%* P,

N\

Bexeichne Ky die Kk, en#sprechewc(e Jleck'/'ransformahons-

greppe auf v’ Weiter seren Z, Z' zwel von A, ver-
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schiedene Weiersfrad = Punkte vom Gewicht 2 auf v'
mit £(P,)=7 und T(Z)= 7" Fir eine nichk -triviale
:Deck+ran57forma+f0n T GEJ. Ein colches T eXistiert
wegen (#) . Fir dew Automorphismus h:= £7"0 o f ¢ Autl)
gilt dann < h (P,) = £7(T(Z) = £~ (7") % P, ‘
Wegen (4) cieht man, dafl es ein gefo4,2} 3,e+m4
’7}(1\”’ ) = Z,,. Fur die bihof omoria}.e. Abb C[Uhj

- f074’o V=V j,H dann s(FL)= Q. Damit
{51‘ Fall 2 erlediqt.

Fall 3 : H(x) besitxe genau Zwej doppcl%e Nullste|len .

Dies ergibt Jenaw xwslf neue Wet'ers+ra[3~Pun/<1Lc
\A/,,/.../, W .,  von denen sechs | efwa Wejy We, das
Gewicht [ wnd die sechs anderen, Wy ..., W, dag
Gewicht 2 haben missen , um auf das Gesamtgewicht
A% 4wy /(OI'M‘me;q .

Unter Beac/&%ung Von ;}’3 = id kann man 0.8.4 4 aﬁhetuMCn:"

(;) 77(W) \/\/2,77(\,\/) 7’}(W)= 4

m" (Wy) = Ws | 3 (W) =W, 77 (W) =Wy

Seir nun fV—-vy bflzolcmorph Ist £(P,)= Q, so ist+
alles klar. Es gelte also fw, )= Q_, Fureiniciq,.. é}
Wie (n Fall g fo/jf dic Existeny eines Automorphismus
he Aut(V), far den 0. B.d.A.ye//‘c ch (PL) =W




Ave Notix 4§, 7(2/.3% unmitfelbar, daf3 Avt (V) kanonisch
auf der Menje der Wd/‘éf«“frczﬁ-‘f)unk‘fc vom Gewicht
2 operferf_

Wejen (5) und h(P,) = W, sieht man Sofort , dafl ofer
P, - Orb/F Op zumindest die Punkte Wy, W, , W5 und
P enthalf.

9
'Wcjen h(f’ob) = W4 muf3 h einen der Wel‘ersfral -
Punkte Wi firein 4 €£4,2,33 auf einen der
Weterstrafd - Punkte W, fdr ein ke (%5, E} abbilden.
O.B.d.A. gelte h(w}l):w‘f' . Samit enthalt wegen ‘
(5) der WJ'_ Orbit ﬁw} qumindest dje Punkte |
w},w%wg,wé.

Zwe( Crbits sind aber cntweder gleich oder disjunkt.
Wegen Wi € G N (?WJ. gilt also . O = 0"’"3;'
Daraus fo(g‘f' 2 Op = AWy, W, P p o Alsa 31’27"

es ein Se Avt(V) mit S(Py) = W; . Fur die
biholow»orphe Abbila[um_q fes:V— V! g/t dann
(Fos)Pa) = Q. Damit ist Fall 3 erledigh.

Fall - H(x) besitze yendcg drer a/oPPehLe Nallstellen .

Dies erj%‘f neun neue \,\/eier.s%raﬂ— Punkte W4/"'/W3'

Da das GeSamfjcwz'cH 2% 1st, mussen alle diese
Weiersfraﬂ~7’unk7‘e dags Gewicht 2 besitxen.

Unter Berdcks(ch%[junj von %3: il 3e/+e O0.B.d4. A.:
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A~ A A

“~ NA

’7”\:\/4)2‘/\/5 ; ’)74(W5):W¢ ;7 (Wg)‘:\k/q./'

T'Wa)= Wy ;0 (W) = Wy 7 77(W) = wy .

Sei -[.‘ V-V’ biho/omof'f/z- Gilt F(FR,)= Qo 5o fsF

176 re[f's a//é’s /'C/czr.

Es jcth nun -f'(W;) = R fdr ein 1'6‘{4,.../9}. Wie
in Fall 2 fo/j/' die Existenz einec h e Aut(V) wund |
eines X ¢ {A,,.,lﬂ} mit h(FP,) = WX' Nach eventueller
Umnumer(emnj Kann man O B .4 A. W, = W4 annehmen .

Aut (V) OPL’I’I\C’F'G wieder kanonisch auf der Nenje der
We:‘er$+raﬂ—73unl<+e vom Gewicht 2.

Es fo/j*/‘ unmttelbar , da3 der F, - Orbit 0;,” Xumn -
dest die Punkte Wy, Wy, W;, P, enthdlt,

Wejen h(P,) = W, mufl es ein 4&{/02,3} vend
cin e {%...,9} 3céen m it h(W‘)= W, . 0. F6.d.A.
gelfe h (Wi)= Wy . Es folgt, daf c{er W, -orb, 46:,
Lumindest die Punkte Wy, Wy, W, W en+ha/+

Es st Gp n vaj + 7. Daraus folgt, daf3 T
mindestens die Punkte W,,..., We, Po entha it

Fall 4-a): W- 6(7/700.

/

\Dann j(é‘f és €in \S'é/4u,7L(V) Vn/?l S(Pw): I,\/’ 3/'6




biho{omorphe Abba'lc/ung fOS bildet dann P auf Q_, ab

Fall 4-b) : W" ¢ O’P&. Es wird 3626454‘ W€I'C!€r\’ olafS

dieser Fall nicht eintreten kann .

Man kann 0.8.d A. W; = Wy annchmen. Sei v o /e 7’
Entsprechende J)eckfransforma'z'-ion auf V' rur die
/?uf’amorlo/vixmcn £ (Z’Of und f”'c ‘t‘zof ‘7//7‘
dann : f'J ° ’C'Oyffwy) = 70_4 o ’C“(Qoo) = /'S‘A(Qoo)
= Wy und ebensq f ot f(Wy) =Wy Dadie
Ver’zwe:junjspwzkf'e po,"PA//Poz,,,sz d/e einzigen
Weier;#aﬁ— Punlcte vom Gewicht 4 auf V sind, |
folgt weiter fir P ¢ {Ps P, Pu, P, i f "o To £ (P)=
.F"do ’{’(Z) f},{r einen We[ersf'rap~73unl<4 Z vom
Gewicht A auf V' d.h. einen VerZWC|'gun3sloun&f.
Also folgt mit Notin 4.8.: =70 ©(2) = f~*(2)=P.
AnQ/Oj folgqt : f‘"o T4 F(P)=F

Z

Demit hat man bereits fd'n{’ F/'xlouhk‘fe der Auto — %

mor/p/:ismcn f’do ’6’07[ und 71—"40’6’207[\76}0&#:0/&7,

Wezen Wg]_ 4_’ @}w vnd ”;A(W?)'—’ Wg, /7\’2(14/7_):‘4/3 7C°/\77L.’

feT o f (k) g, Wyl ond £ 5™ f (wy)e 1y, WaS.

4hnahme - 7["'4 ) (C'o7[ (Wg) = Wg . \(Dahn j}/?" aUCh
f—/’ofz-‘of(h/g}: Wj

| Dies bedeuted, def3 der nicht - +riviale /4u+0mor/ah/'5_
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mus f=1o 0-[ mehr als seche F:'Xlounk#e besitzt.
Da V das Geschlecht g:3 besitat vad V nach
Notivr 1.5, nicht hy/verellz'/ov"i,rch ;'5+/erj{b+ dieg
Cinen W('c/crslbruch/denn auf einer kam/aakvLcn
m‘clrn‘—-hy,ocrc//;')o*l‘fchen Riemannschen Fldche vom
Geschlecht 9>3 Kann ein nicht—+rivieler Auto -
mwphz'S'mus nie mehr als 2'7 FI‘XPW’I/GLC besit2en
[s. Titaka 5. 41 ; Theorem 6. A4 (iii), S. 2247 .

Annahmc ' {H‘/I"T‘D]C(Wg) :Wg

Gilt dawn £~ " ’ZZO-F (W5>>:W3 e \7/'/7‘ auch
f‘4° % f (Wg) = Wg d.oh,, der nicht - $riviale
Auf'omor/o/rfsmu: 7[‘4 o ‘(2075 besitet mehr als sechs
Fixpuwk%e . \A/[o/ersfarucl\ .

Gilt £ e %0 (W) =Wy  s0 fol oz ol (W)=
f’dfz‘lof(wf) j L ?lftofiwjjffzoﬁ{h(/i)-

» Jz/‘ e g ¢
Wegen 77 = @ foljf f(wg) = ’Z’OI(WA,}, Wegen
fFlWy) = Q_, ist daun also F(We) ein Frxpunkt
von T der kein \/erkwe(jquS/sw«k'l' st . Wider —
S'Fruclz vu Netig 1.8,

Fall L/fb) kann also nicht eintreten . Damit s+

auch Fell 4 EF/(’C,(j‘IL— Mehr Falle \?ILIL eS nicht.
Somit st Lewma A4 Lewiesen . 4

Ser R eine kOm/?q/<1Le Riemannsche Flache vonm Geschlecht
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. Fur einen Divisor D auf R bezeichne L(D)
den komplexen Vekforraum {feMer (R)] ( ($)-D>0}u {O}
und A (D) die Dimension d/eses Raums Weiter
bexeichne ( (D) den S/oemahf‘ah:nolcx von D,

also die Dimension des komplexen Vektorraums

{w}w Meromor/nke D fferen‘/'/q)form aafR it (w) - -D> 0} {O}
Mit diesen BeZe:clmunjen lautet der

SATZ von RIEMANN—ROCH:
A(—D) = grad D - 9 +4 +4 (D), J

WCHer j‘.”'

SATZz 1.3 . [S Farkas H. M, /Kra_l_ Pl] COro”arYZ_ S. /IO?-J
[st D ein Divisor a,u,f elner /(om/aak*en Riemannschen

Flache R vom GCSCL/GCA{ g VWHL 0 éjrac/:_b 52?. 2/
So gilt ;4 (D) 2 g - 3f;“> e

In der Situation von Befslol'e/ A.3. (st g-m? Fur
den Divisor 3P, aaf V=1V \7:/‘/‘ jra43f =3
Somit jl/f nech dem Sats veon Riemann — Roch

(6) A(=3P)=3-3+4+4i(3P,) = A+ (3P,)

Wejen X € L(“\?P ) \?l”‘ /((—310) ,Z woraus /
m/7L (é) fo/j‘{: : 4(3/’ ) 1. \Dd Ifur 3P 'ZClSa‘ILZ—~:
lich gilt : 0 <3=grad3f, <4=29-2, ,co/jf

mit Satz 1. 3. : A(3FR,) £ g - w -2:-2
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Mithin gift : 4 (3P,)= 4 und dadurch folgt: L(=3f,)=2
(F): {4, %} ist also cine Basis von [ (-3P,).
Es gilt nun weiter :

LEMMA 4.2.: Sei £:V(3)— V(D) biholomarph mit
f(Pw)ono,mamn 35/7‘:

Q Es j;b+ genau einen Au+omor}ahl'5'mu5 B E/‘&n‘ (Pﬂ)
So dap ofaS fo/gende .:Dfazjramm kommu‘/‘('er“f :

V(D) —L  sv(D)

4
>IP" .

(ji) Fur den Automorphicmus B aus (i) 31’/% :

—————

B(o0)=00 wund B ({0, 4,0, «,3) = {o,4,84,3,7.

BE\I\/EIS ! Em f wie (n Llemma 1.2 . QX)IS‘Her'f' Wejerl
Lemma 4 4.

Zu (i) : Da f loiho/omorfh Ist mit F(r,)= QOD/\?/‘H'
Xef € [(-3Poo), Wegen (#) 9[67‘ es /(omla)eXe Zah ler
7\,/‘4 mit ’X"’f: AX "'/‘*‘ - Da 'X‘°f nicht konstant
ijf, \71‘/{“ ?\‘:/:O H/‘erauj‘ 7C°IJ+ (I)

zu (ii) : B(=0)= oo Ist klar. Der Rest folgt aus
dem nachsten Satz . 3
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SATZ 1.4 - |m Fall p=3 und m=17F bleibt die
Aussage von | hearem 1. 1. 34[/%[\7 .

BEWEIS : V(D) und V(D') seien biholomorph d?uh
valent. Nach Lemma 1.4 gibt es eine biholomorphe
Abbildung f: V(D)= V(D) mit F(Py) = Qo
Lemma 4.2. (i) f/efer)" die EXistenz eines Be Aut (P
mit BeX =xXof . Damit (st man an der Stelle
(%) des Beweises 2y Theorem 1.1., womit Satz 1.4

bewiesen (st

Nech Lemma 4.2, (ii) gilt fir den Automorphis-
mus B : B(o0) = co . Gemc’z’ﬁ (3) im Beweis %u« Theo -
rem 4.41. 3}67“ es dann ein T € (2/31)% m it
7D =B (D). Wegen B(0)= oo folgt B(fo4,%,«,}
= {0, 1. Be,B3.3}. Damit is+ auch Te/l (ii] von

Lemma 1.2, vo//sféz'ndz'g bewiesen.

COROLLAR 4.4.° Die Riemannschen Flachen

VD)« = o (0 )30 = 43) o, ek, ;501 o
V(J)').'/yz.—. X x-lx-pIx-0,) ;B +f,,B: ¢ 04}

Sind genau dann 6//70/0morfh d?w‘vczlen-l-, wenn (f3, B,)
oder ([321/34) eitn Element der fo/yenJen Menye it -

{ («h,x,) (1= oy, 1—w,), (. -:(L:-)/ (L, %),

( 4 A

o, — o, - X ) (o( -4 & 4

-4 4 2 2 - 4 /I—'o(
/ - 2 2
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1 4 = L (x,, o(—o()(o(z ,- 0(,_—'o<4)/_
A—wy ! A=x3)'\%q=1 "= 4 -1 %, = 4

2
( d,‘ 0(4—‘4 ) ( dz-—/l)}
0(4-—-9(2_/ d“-‘o“?_ « "‘0(4 L—dt]

BEWEIS : Die b/ho/omor(oﬁe )fgui\/a/enz von V(D) wnd

VID') ist nach Bemerkunj 1.2, und Lemma 41.2.(;i)
a'.’é{ul‘va/en+ Zur Existenz eines B € Aut(IP?) mit
B(oo) =20 und B([0,4,0,,%,})= 10,4, 4, ;)
Letzteres st aber é'?ul'va/en+ o/aZu,olaﬂ (/34,/5’2)
oder (/32,‘/34) cin Element der in Corcllar 1.4, anje—-
gebenen Menje ist. Man besfatigt dies durch einc
einfache Rechnung unter Benu,‘f'zt/flg der Tatsache,
dafd es zy paarwese verschiedenen W, Wy, W; € P’
und /Oaarw@(‘SC verschiedenen 422,25 € P genau

ein Ae Aut (IP") mit A[W,‘): z, jl‘b"'. J

Es wird nun die Gu/%rjkezf Von T/veorem/lz
untersucht. Eg j)l% der

SATZ 1.5 Von allen Riemennschen Flachen V vom 7}«,0

V: 7 (%o )(x- o , ) (x- o< MXC-oy) , €L, #u; +ur,#J

ist die Riemannsche Flache

3 It o
72 /27 =X =1 bis au.f Liho/omOr/alve Agu:valenz
die ein 2/'\76/ die einen Au‘/‘omor/ob[S/nuS 7C mit

FCOPL) + P, besitzt. Weiter \7'/'/1L - ord (Aut (V)= 48
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[S. Kuribayashi A,/Komfya K L-Aj/ 5 263/, Theoremi
und dce ansch/ieﬁende ff)emerkunf/ ] a

Um zu Zfl‘jc‘.’l’l, o{aﬂ Theorem 1.2. [m Fall ID:3/ =5
nicht mehr j&/f‘rj bleibt, wird die folyeinde Te//aanej
von Sclfl 4.5, benohj‘f -

LEMMA 1.3 : Sei V die Riemannsche Fliche

V: /273 = le_ 1
Die ho/omor/)/;e Aéé/‘/o/unj T.V— V/'
(T,g)f—e (Jg' X /_i:jZ)

g+ g+Q

ist ein involuterischer Au‘/’OmorP/tismus mit T(Fw)*&,
BEWEIS : Zur Woh/dc;f/'nierfheif von T

Sei (X', /:7) c V. Dann jih" : (ﬂ) :( 3 - 4)3:

4+ A+
27 ﬁ_ J —_ =
(@-M)B (Aj—M)l + A+ 1 1
» ,

9 ‘(B(A/g+4)-3({1+4) + (4 +1) _ 1 =
M+ (/j+4)3

9 -("73"?4)—/1--—9—"“—@———4* 73 Yy
g1 \tg=02) " 17 G "( 3'%4) |

T ist also wohldefiniert
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Weiter j//% : T(T (7, /fj)) =

V3 - X _(2-4Y
V3 - SR /_‘2 (41-1- 4)\ _
2 q) g |
./]-:"-’I‘ /:1—,\—/] /
KRS 34
¥4 7
/53 / /:73 I(’X’,ﬂ)'
o+ A+ A

Also ¢+ T ein Invelutarischer /lu‘fomor/)/»/smuS.
Schlieplich \C]r'lf ersichtlich T(O/ —1) = P, , ol h.:
T(P,) # P, .

NOTIZ 1.9.. Gl fdr elne Riemannsche Flache V(D)
die /{ursajc von T heorem 1.2, 50 /st dje Deck —

‘fransfor'ma%/omyraffe K von V(D) 662&\7//'ch
x o V(D) — fP/’ e/n Normalteiler [n AuzL(V(D)),

BEWE|S - K/ar{ da dann K der Kern eines Grruf/oen—
homomor[?/'u'smt'(S /'S7L.

Nun sind alle Voréere}/'unjen jefroffen/ Um 2u Zc—:'yen :

COROLLAR 41.2. Im Fall P =3, m =5 /st die Aassajc
von Theorem 4.2 nicht mehr a//jeme[nja'/ﬁ'j,

BEWEIS . SeiV die Riemannsche Flache V: .y3:X¥~4
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und T der involuforische /fafomor/ohf.rmur aus Leoma 1.3.
mit T(O/ ~4) = P, . Ware Theorem 4.R. fcé‘r I/jcé‘/ﬁy,
So ware nach Notiz 4.9 d/e Decktransformations -
grappe K, veaV ein Normalteiler fn Aut (V). Se/

T ein ErZeujeno/cs von K; . Dann ware also
TozoT ™7 €Ky . Wejen Notix £.8. und

Tew T (0, -4) = TeweT(0 -1)=Toz(F,)=
T(P,) = (0, —4) mdfite dann ToToT " =d
jeH“en Nun (st aber ToTe T“”(Fw) =TT (0/—4)
* Py, da ‘T(O/"/’) =+ (o — 1) gilt. Widerspruch I
Damit st Corollar #.2. bewiesen .

Isf V(D) nicht b)ho/omor/:/; d'LT;uf'vCL/env‘- Zy V._73:,K.SL_4/
So besitzt nach Sats 4.5. \/'eo/ey f{Aa?L(V(II))) den
Punibct 7)00 als /:/Xlowzk#. Nach Lemma A. 2. (y) j/'éf‘
es dana genawu €inen Au?tomor/)/)ismuj Bé/{u%(ﬂjl{)/
S0 a/aﬂ das fo/jena’e \DI‘Q‘CII'QMM kommutiert.

V(D) >V (D)
P’ >

Damit be]findm‘ mat Sich an der Stelle (k %) deys

BeweiseS 2u Theorem 4. 2. und erhalt

COROLLAR A.3.: Se; p=3, m=8& De [ und V(D)




— (Y-

nicht biholomorf)h c'z'gafva/en/' ku V: {73 = ’)(Lf"-”.
Dann \7{H— fa'r V(D) die //a.wci?t von Theorem 4.2 .1

Es werden jetzt einjge Begriffe K und Satre aus
der a/jcérafsdien Geometrie Aerei%’jcsfe//%, die des
weiteren jelejcnﬂz'cﬁa hoch ben[ﬁ"ijv‘ werden. Dies
geschieht jer-ao/e an dieser Stelle, um anschliefBend
Zeigen zu konnen , daf3 sich im Fall P:3/rm:5‘\/'ec/e
biholomorphe Abbildung f: V(D) —> V(I) als
Restriktion einer eindeutiq bhestimmten prOJék/'/'Ven
Tranyformq'/-/dn Be Aut (IP?) schreiben ld’/37’-.

Sei X eine Sin\c]u/arihi%enfrefe FrO\/'ekHve a/yeéra/'sche
Kurve wber C (kompakte Riemannsche F/ci'cl:e)/ Div(X
die Menge der Divisoren auf X —wnd fir feler(X,
bezeichne [75/ den Divisor yon FoFurd € Div(X)
und [ (=) + {0) <cei [DI die Menje aller
Ioosffiven Divisoren (75) + D .

Eine Té’f/‘menje L c (D] hez'p'f' [ineares 5)/57Lem ,
fa//S die anjc

V(L) D= {fe M@,—(X)/f=0 oder (}C:)EO und 3*(70)6[_)_}

ein C— Vektorraum ist. [n diesem Fall hez'/3z‘ V(L)
der L ZujGOro/nevLe Vektorra um .

Zu 4) : Za den einye/ia’hr-fen Beyrfffen 5. Mumford D. f"J;S. ¢/ 9%
u?d hsalrfshorne R.(41;5.344 . Mumford schreibt L(D) anstat
L(=D)



—( 8-

Ein lineares Sy'sy"em L < D] mit grad D =m und
diim V(L) = 7+4 wird (aus historischen Gréino/en)

mit dem Symbol g,: bezeichnet uvnd [ineares

System der Ordnung m und Dimension T yenqnnf‘.

Ein 9: hei/3+ ]C/'Xpunk?"fre/ , Falls es nicht durch

Addition eines Punktdivisors P aus einem 31_4

hervorj@/ﬂt.

GZ(X) beveichne die Menje aller 97T aqu und
Fr (X) c G (X) die Menje aller F,’xf)unk%fre/en
g: auf X.

Die linearen Sysfeme [D] hc{ﬁeﬂ VO//SvLc'z'nd/\l?.

Der zu [D] gehorige Vektorraum V(IDI) ist also
gleich L(—=D).

Miftels der Verkr"ltl'lof)unj von Ablui/c/unjen oloer{eﬂ“
die /4cc7éomo/’/>/‘? zlfmenjru/oﬁt Awt (/f”) Kanonisch aaf:’
Merm (X) »

Bezeichnet man weiter eine holomorphe Abb //dung
f einer Pro_\/'e/(ﬁvw komplexen Mcznm'jfa/%/jkei'/' V
nach P":= PT(&),r21, als nicht - entartet,
falls ][[V)"‘“ keiner Hy/ofreéelﬂc von IPT enthalter
1st und die /\161’1\76 aller solchen holomorphen Abbil-
a’anjen mit HO/NE (\// /PT)/ So 0/>er/'er+ die Auto —
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mOr,ohisme/zjru/)/Je Aut (IP7) ebenfalls kanonisch auf
Ho/NE(V, P7), weil fur fe Holy, (V/ P*) und BeAut(P
die Verknupfung Bef wieder nicht - entarfet ist.
[5‘ Namba M. [2]/' S.243]. [st 5‘/3621'6// V eine
anyu/ar/%d’fa;freie projek%ive a/jeéral':c/zc Kurve Uber
(X (/<0m,oak'1LC Riemannsche Flache), So ist 7[: V- f(V)
eine eigentliche Uberlagerung der Bildkarve £(V), wnd
es gilF weiter [s. Namba M. [—Z]/ S.226] :

HG/I\/E (v, ) laf3t sich dl's‘/'un/o“ Zer/ejen (n

Ho/NE (v, /P')

1

\J Holpe (V, PT) it
Holye (V. P7) :={ feHol, (VP7)| n = ordf - grad f(V)],

wobei ardf die Ordnung von ](7, also die Blatrerzahl
b(+£) von ][ bezeichne wund grad { den Grad von 7C(V),

/4“7[ die genaue Jef/'n('%r'on des Grades einer Varieta +
[:S,Har‘fshmne R,Dj/: S. 52] ser VerZ{CHef/ da fdr das
Fo/jenc/e /ea'/'j//'cl« [;enb'-ij wird

SATZ7 4. ¢. - [s. Har+5horﬁe R.[”]/ Proposh‘foa 76, (C),(d{), S.52
(a): _67rac/ P =1

(b): Wird eine Hyperfliche H c IP” durch ein irreduxibles
hOMOjenc’S 7)0/7/?001 vom Grad d de[im'er‘f'/ So \7{/%:
gma/ H=d . Dabei ist d durch H eindeuﬁj bestimmt. A

Ein irreduzibles Po/ymom wie in Satzx 4.6 .(b) \7/67‘ es
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Zu ‘/‘eo’er Hyloerf/cfc/ze H C/PT/ da Hypcrf/a"cken bereits
per O/Efl'n//—/'onem irredutibel sind ES. Litaka S. El]/ 5.45(_‘},

Da Sich die Ordnung Vvon f € Holy, (v fP’r)m durch
I(om'oo.s{%/on mit einem P — Automorphismus nicht d’nder‘f/.
operl'cff' die Aufonqorpkismenjruppe Aut(P”) auck noch
Kanonjsch auf Holy, (v, fPT)m :

Fur die fo/je,nden Befrach'z‘anjen ist fo/jenc/c.c Erjebm’j
vber die Orbits HO//VE (v /Pf)m/ALULUPT) wesentlich:

SATZ 1. 7. . [s. Namba M. [2]/- S. 224]
card (Hol , (V, IPT) /Aut(PT) = card (G (V)= IF7 (V). =

Im S'Fezfa/f’a// =4 ji'/f/ da 7[ nicht — entartet und
Somit nicht -konstant st : f(V) =P". Nach Satz 1.4 (a)
gl'/{' 3rao/ P’ = 1, so a’aﬁ man HO/NE (V/ /P/’)M:Merﬁ(V)

erhalt und somit

SATZz 1.7%.
card (Merm ('V)//](d‘(ﬂy')): Ca!‘d((B:, (V) - H:,: (V)) -

BEMERKUNG : [s. Namba M. [2]; Theorem 4.4.2 . und 5.22¢ ]
Satz 4.7 gilt ja Wirklichkeit in elner weitaus fieflie-
genderen Fassung. Sowoh( die Orbits Holy,z (V, /PT)M/4u+(ﬂ’ﬁ
als auch G, (V) lassen sich so mit der Straktar
kom[o/exer Rauvme veryel:en{ c/aﬂ Fo (V) ein abyesc/;/os—

Sener kOMp/CXer Unterravm von G (V) (st wnd
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HO/NE (V, [PT)M/AOL‘IL(I‘PT) biho/omorf/i d.(?uiVa./en7l' zu
Gr (V) = FX (V) (st O

Fur eine 5{nyu.)ar[7‘&'7‘en7l‘re{e prOJ'ek%ive a/jeéra/‘sche
Kurve (/(OM/Da/(?Le Riemannsche Flache) X vom Geschlecht
d def{n/erf man das kanonische lineare S)/S*em K
simaltan durch K:=|(w)] fur alle nicht - frivialen
merornor/a/?en D/ﬁffert’nﬁ'a'/—formen auf X,

Dafl. K wohldefiniert ist, kann man wie fo{yf einsehen.
Sind wy, w, Zwei nicht="1riviale meromorphe Jifferen—
f‘l'a/fmmen accf X 50 bestimmt w,/w, eine meromorphe
Funktion e Mer (X) — {'O} d.h.: (w,)—(0,) (st ein
‘Hau/m"a//vuor. Ist hun h € MCr[X)— fo} wvad (h)+ (0 )¢
(s )] 505,#- (h)+(w):(A>+(w,4)—(u2)+<w2)=
(R)+f)+ (w,) = (hf) + (w,) € |(©,)]. Analog folst
[(w)] ¢ [(w). K ist also wohldefiniert.

Sei w eine -fesf gewéz'lylfc/ nicht-triviale meromorphe
Differentialform auf X. Da das kanonische lineare
System K vcllsfiz'nc/{\c] I'st, gilt fur den Zujehb'njen
Vektorraum V(K) = | (—K):= L (— (w) . Wegen dim L (—K;
=d [s. Ahlfors L.V./Sario L. [11; S.325 . 26C] und
jraa/ K '*yrac/ (w) = 2d -2 1st also K ein (7;‘/ 24
Nun jlé)+ es aber auf X nur ein e/nle(’S 724 5
[s. Walker R. . [4.7 Theorem € .40.,S. A35] . Mithin

j/'/% :
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SATZ 1.8.: Hat X das Geschlecht d, so \7:'/7‘: (}34_4 (X):{K

2d-2

Fur eine /(ofnlpak%c nicht- h),/perel//'/ohscbc Riemannsche
Flache X vom Geschlecht o sei fw,,.,w; ]} eine Basis
von 0 (X). Um \/‘edcs a € X j{bjr es dann eine
fokale I)ars‘%el/unj W, = //L(L-a)o(,'za mit einer Karfe
%o und holoworphen Funkbionen R Die Abbijdung

X35a (A (a) o A9 e ptT

1St dann WdA/dc’-/fl‘nferf' und c/e-fin[erf eine él'ho/omorp/ye
Aébf/o/unj ¢ x> §(X) c de.—4[S.Mum{or<{ ]J.[ZJ/:S.’IO/f/'i

@(X) (st eipe Sc‘n\c‘/ularz‘+&+ehfl'€/€ Kurve vom a/yc’-—
braicch — geome{‘r/\Sc/zen Grad 2d— 2 [S,Mumfbrc{ ]),[2]/- § 1

die als kanonische kKyrve von X (oder auch

Haa!;v‘kurve von X> bexeichnet wird . Die Kanonische

Kurve Von X 1'57“ é»fs au.][' cine /DrO\/'e/d'/ve Tramsformcz—
7L/'0n /4 E Au‘l[‘ ([/Dd—/’) er'na'eaml/;? [)eS'f/'fnm*f.[\s‘_Ga,m,'nj
R. C. [47/5. 260]

Seien nun X/Xl /<0m/oa/<fe m‘c/uL-—hyloere///pﬁ&dm
Riemannsche Flachen vom Geschlecht 3 . Die kano—
nische Kurve Cy Von X besitzt dann den alge -
braisch - yeomev‘r/s‘chcn Grad ¥ . Da Cy eine Kurve
n P31 = P> /‘57L/ i'st CX Cine Hy/berf/d'c/tc ‘n
P* und besitzt daher nach Satz 1, ¢.(b) ein

; C/e/‘fn/er@nqlef /'r/‘ec/uZI'é{(’S Aomc}jemes 7’0/}/&70/’)1 Vom
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Grad % . /fncz/oye: f/f/?‘ {d'r X/.

Sei nun €y X — (bzw. Cyr X/—9 CX’) eine
Einbettung ven X (bew. X’) als kanonische furve
in P% mitels einer feﬂ‘en Basis von holomorphen
D{{'fcrem‘ia/f’wmen. Weiter se/ f.‘ X—-§ X/ [)/‘/;o/omorf[:
Dann (st auch hi= ey, ofeel™: Cy —> Cys biho-
/Omorlo/»- Da h die Ora’nunj 4 besitzt wund gl‘dO/C)
. 2
=k jz‘/f/ fo(y?L h € HO/NE (CX”P)H‘ . Satz 1. 8.
liefert : Gy (Cy) = 1K} vnd Gy(Cyi) = {k'},
wobe/ K' das kanonische lineare System auf CX/
bezeichne . Weiter ji'/'f' nach Satz A. F. -
Holye (oo IP2)y /At (P?) 2 GF (C,)- FF§ (C).
Wegen Hol, - (Cy, P?), F+ 7 und G (Cy) = {K}?
ist i (Cy) =@ . Mithin gilt: Holy, (C, P, SAut(
besteht aus genau Cinem Orbit Also j/éf es ein
B €ALL7L(/PZ/) mhl' }7 = B/CX ,C/,/LI C’X/Of:BO EX.
Das fO/f/’C’ﬂc/é 3/Gjr¢zmm kommutiert also -

X f —x/

le EX/

p* B N

Nun ji/?t ;

SATZ 41.9. . [s. Harfshorne R. [1]; Example 7.4.1,$.154
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Die Aw/'omorp/ﬂiSmen Von ﬂ) Sind yenau die
projektiven Transformationen . 1

ldentifiziert man also X und X' mit ihren kano -
nischen Kurven Cy und Cyr, So liefern Satz 1.9
und die Kommutativitat des oé/\'7cn Diagramms,
dafs f die Restriktion erner Pro/'ekw‘:'vcn Treas for-
mation B: [P% > [P% jof.

Diese /orojek%/ve Traﬂf/:o:-ma‘/’:bﬂ B (st Sogar ein -

deutiqg bestimmt. Dies fo(j‘f wunmitfelbar qus Fol -
yendcm Safz :

IATZ A.40.: [s. Namba M. Lz] ;5. 220]
Sel V ewme /or(?/”ek'/-ivc /<cm/o/eXc Manmyfq/h;?ke/'f.
Dann 0Ioer/'er7L Aut (P T) frel' aaf HO//\/E (V/ /PTj. L

Fudr die Riemannsche Flache X bes’ct?f derSats,
dafs fur jedes g € Hol,,, (X, IPZ) der Stab;-
/iSQ%OF {E é /fccf (/PZJ/EOj =j } %r/v/a/, a/J‘O
glecch  {idp 2§ (ot

Ist nun B’ eine weitere /oro/'e/ﬂ"/'ue Tranf;ﬁormav"l'on

mit ex./f’f =50 ex , So fo{;vf:ex,:: Qexof"
&> Bffqoé’xf = e){of-—d' Zusamuen i
Ex °f = o €x bedeufet dres, 'o/Qﬂ dar fo/-

yenc/e Jz'ajrqmm kommi«tiert -



Man erhalt : 8 °B°C’X': °ex/°7£':‘,
€y of"’of = €y Ol'a’x = €y . Daraus fo{jf
mift Satt A.40.: B'" "o [ = dp2 ,d, b, :
B = B/, Damit (st bewsesen

SATZ A 41 : Seien X, X’ kom,oak'/e nfchf’-[,y/ac’r-
e//('/;-f/&che Riemannsche Flachen vom Gerclylech+
3, dic mit (hren kaunonischien Kurven Cx o Cxe
,'g/en/'/'f/'z/'er* werden . Dann 15t \/'eq/c bilholo —

morphe Aéé//o/a%y £ X ==X’ die Restriktron
ermer eindeutiy bectimmten /omz/'ek#ven Trang —
formation B e Aut(IP2).

[nsbesonders \7('/% dies /\unr die Riemauuschen

Flachea aus $e/'5/0/'e/ 1.3 . 7

BEISPIEL 4.4 : Sei p=3 und m=¢€,

Dann st dje Bed/'njunj m 2/0 +1 aus den
Theoremen A.4./4.2 | i eder verletz+. Es wird
Sich Jeo/océ Ze(yen, o/ap Theorew A. 4. wieder
| \7(2/7‘1"7 ble/'st. Theoreu A 2. /‘eo/océ verliert Se,ne
, Aljemc’l'njl,}'/f{?z/fe[f.
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Sei D=k, (x )+ + B () e Esgilt

,,62 iO(moci\?) wnd /ﬁ/{—l-»--r/-,,éé = 0 (wmod 3).
Man kann Joforf /XL' € {4,2} omnehmen . WefC“
Ag,l + - +',/€( = 0 (modf) 71’0/\7%:%4+.-.+,£é &
§6,9,124.

st K+ + L =12 50 Sind alle B, glerck
2 . Na/ﬁ}O/I'kaﬁbn mit 2 € (2/32)* //.67[,6/_7,,/
q'aﬂ dann D wmod G é'?u/'va/eu/’ Xu eraner
Divisorenklasse D' = Lo, )+ F A, (°(g]

| mit /€4 =N ':/eé = A /st Mau kaun also
n diesen Fall sofort ,4544—.., + Ay =€ an -

nehmwen .

Dies bedeutet (elementar jeselzcn) fur die Gles -
Chccnf der Rientannschen Flache V(D) auck
-FO/\?Ena’e.f .

A ¢
= ) = 3__77(’)(-0(-)3
/y ;I(r MJ) =D 7 "j:;« J
.TT(X-"(]')
i7"
¢ - 3
(=> _7_7“(-“3') - ja(r,«j)
g
d
¢
Mt der Substitution /- T (x-w.)
7 J:" J
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geht die letite @/c/cmmy dann & ber in
¢ /3

TT (T—xj) =

174

Mau erhalt also /‘nrijam{' Zwe/ Tyfafh Riemanq —
Scher Flachew

(1): VO): 4> = (x-,)- - (=) und
() V(D) 4% (3o, S =o)X =) (x-,) (- p) (-,

mit Ioaarwc{sc verschiedenen /<omp/exem Zahlen
°<4/"’r ¢ bzw. D<4/D<2'f0(3//34/(32//33 :

Das Geschlecht+ der Riemannschen Flochen V(D)
(st wejem %44—-—- +,£( Z—- 0 (mod 3) y/e/c[x
Cp-—A/(w'Z)/Z =4 wud x V(D) — 128
verztue/'j% nicht dber oo.

NOTIZ A. A0 : Die Riemannschen Flachen V(D)

vom Typ (L) breo. Tylo_(lU Stnd nicht hyper—
6//1?7[/'5(:4. |

BEWEIS © V(D) besitet das Gc’scélecAvLj: 7
und es it %€ Mery(VQD). Also jst V(D)
nicht hy/oere//ffﬁkch Ls. Satz 414;"5.‘/‘7‘_7 ]

Auf odie Riemannschen Flachen V(D) vom 7:7/9 (T,
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bzw. (IL) Ic'z'ﬂn‘" Sich fo/jenc/cr Satt qnwenden .

SATZ 1. 12 " [s. Farkes H M. /kra L. [(41; Theorem 8.7.1

S.409]
Sei V cine komloczk{-e Nicht - qu/oere////of(kchc Rie -

Mmannsche Flache vom Geschlecht g-= 4. Dann j//?‘
genau eme der be/den fo/jenc/en Aa.csajen :

i—)_ Es y/'éf ein fé M@rJ(V/, So a’aﬁ (f}=$4-nD2
Jilt mit positiven Divicoren 1,2, , wobe/ 2J,
Kavnonisch is+. Zu \/'ea/er weiteren Funktion

h € MEF3 (V) j/é# es dann €lnen /a?‘omor/)/u'smuj
B e Aut (PY mit h=0of.

_Q Es 3i'é+ Ywel meromorphe Fuuktionen 7£4/7p2
der Ora/nang 3 aaf V, so daﬂ fc[r alle Awto ~
mar/o/uls‘men B¢ Aut (P j('/f 7[; + Bef, vnd
/'ec/c mcmmor/bhe Funktion § der O/‘alnanj 3 /rst
entweder |, {307[; /Bé//u*(fpﬂ)} oder (n
{Bof, |BeAut(p)]

Safz A. 42 besitzt e, /n?‘el'e.fj‘anfe_s‘ a&eérqr}cé—
jeomev‘n’fc/ze& Pendant . Ejne kom/vak}e nicht —
/oy/aere////'of/l‘c/vc Riemaunsche Flache V vou
Gescé/ecé%j = ¢ laf3t sich mit threr fano—
nischen Kurve CV c ”’4“4 = ]7’3/_ dre Sf'nju/a_
/‘/'fd'fenfre/ wad yom a/jeéraf:ké - yeomer‘r/'sclz eu



,._.'_}3 —

Grad ,Zj -2 =6 I'S‘/'/ /'d’enh'f/'!z;'eren . £S j//f dann

SATZ A.42% : [s. Harfshorne R .[] : Example
52.4,5.3%2 und Example £.5.2 S.34(]

Sei V eine kom/pak+e klfc’/n"-hy/oere///"/ﬁ)'sdve
Riemannsche Flache vom Geschlecht 7= é‘/ die
mit threr karowischen Kurve CV c P? [denti-
fl'Zierf werde. V ist dann der Durchschn #
einer el'ﬂa/em‘/;? bestimmten (rredyziblen Q@ua—
drik Q. und e/'ner kabischen Flache . Weiter
\7/'/1L :

a*) [st Q S/'nyu/c}'r/ alSo ern ?aaa/ra—/—/Jcéer
/(Cje// so st card (G;(V)) = 4.

[,*) [st A S/nju/czri/'ci"fenfrel'/ so ISt card (6;(\/)}
= 2. )

BEMERKUNG : In Satz 4.42% st Flache ”
natarlich (m Sinne der a/jeéral'scéen Geometrie
yemein‘f/ d.h. eine H)//oerf\/a;'c/:e /n //33‘ /n diesem
Zu&ammen/zanj 1St die Riemaunsche Floche V eine
Kurve . 7

@aﬁ die Quadrik aus Satz 4. 412% e/ndeu.v"fj
bestimmt isf, kann man wie fo/jf ernsehen .
st CV dre Kanonische kKurve einer komPakfen
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n/cln"fhyperel//p%/ﬁ'cken Riewannschen Fldche V
Vom Geschlecht j>/‘/’/so bestimmt die Menje_ aller
Quadrilken (n /pg«-—'!/ die C,, enthalfen , Cinen
komplex /orojek7‘fven Raum , der /somor/o/; zu P
ist, wobej gilF ;. m = (9—2)(9-3)/3 - 1.

[s. Nambe M. [2]; 5. 404] /54 speziell g=14,
So ylll‘f m= (0. /Po besteht aber aus ﬁerzaw
einem Punkf. Also st die Quadik aus Satx
1.42 ¥ e[mdeu‘f’fj bestimmt .

T. Meis bewies den (bereits klassischen) Satz,
a’aﬂ es f(,'('r Jedc kom,oak%e Riemannsche Flge)e
V vom Geschlecht (7 eine natdrliche Zahl

7 £ LgrD/2 gibt mit Mer, (V) # F s auch
Meis T.: Dje minimale Blatterzahl der konkre-
f/'sieranjen Ciner komloakv‘en Riemanrnschen Fla'che
Schriftenrethe d. Math. [nst. d. Univ Munster,

H. 41¢ (1960)]. Fur eine kompakte ﬂ/'chf’—/:yloer—
8////37‘/Sc/78 Riemannsche Floche Vom Geschlecht
\7-‘-’—4 bedeutet of/es wegen Mer, (V) =

Mer, (V) =+ Z. Nach Satz 4. 3% gilt

Herg (V) /Aut (PY) % G3(V) = F1 (V). Zusam-
men mit Mer3 (V) =+ 74 f‘o{yf hierauas, o/a/3 Sich
f(lr kom/oak'/'e n/'clq-f-—hy/oere////#/:?c/)e Riemann—
Sche Flachen V o, Geschlech? g= # e Auswyen
a) und ‘Z*) b2w. b) wnd g‘) der Satze 4. 42
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und 4. 12% en7"5pr6chen. Man erhualt weiter

NOTIZ 4. 141.:
1.) st V(D) vom T)’P (I),so ji'if' Fur V(D) die
Aus.cajc a) von Satz 1.12 (baw. a*)von Satz 142"

2.) Ist V(D) vom Typ (I[), so qilt fur V(D) die
Aussajc b) von Satz 41.12 (buew. [3*) von Satz 4.42*,‘

BEWEIS : V(D) sei vom Typ (T).

:Dl'e J)(ffcren‘h'a»lform W = alf I.S'/‘ Ao/omar/a[z_

Da % : V(D)= P" nicht ibér oo verzwejgt, liegen
Uber oo drei verschiedene Punkte ?,,,772_,7’3 auﬁ

V(:D) F(.l(’r\/.: 4,-.-,6 ser AJ L= (o(g'fO),

Es ist X - X, € M€F3 (V(:D)), die Divisoren
34 = 3/44 wund 32 D= 734 + P, +’P3 Sind loos[-h'v,
und es \7"’/* :

(% -,)= 34, ~(P,+P,+P) = D,— D, .
2D, = 2(P, +7P, +P;) ist aber kanonisch, wie
aus den fOIjemden ’Recknu,ngen fo/jf:

Weqen (4°) = (x-o)) + + (X-x;) ist
(’7}=A4+“'+/46‘— 2(?44'724-7)3) und damit

1
(/.j_i) = LA A F R A, AR Es gilt
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(w) =(/';‘:_) + (dx),

Da man uvm alle Punkte Z ¢ {A,,,.--,A(,?,,,?Z,'Pg}
X als lokale Karte wahlen kann, gilt in diegen
Punkten (dx)(Z)=0. Der Nullstellend vigof
von (dx) st die Differente vyon X, also \71/1‘ :
(dx) (/fj) =2 . Wejen jrcza’ (dx) =R29—-2= 4
71—’0/\77" (O/’X')(/P,) = — 2. Somit \71'//’ :

(w) 2(;712)4—(47(‘) =

= 2(A 4 A A+ AR 4P)+ 2 (A 4t h,) = 2(P 4D 4T
= 2P +F+P), d.h (w)=2D,

Mithin st Z:DZ Kanonisch . /4(,(,2 die Riemann -
Schen Fldchen V(D) vom 'TE/P (I) %rlff'f also |
die AUSSaje a) von Satx A.42 Ru.

Sei nun V(D) eine Riemannsche Flache vom 7\—7/3 (I

Fur JEM2 3 selen ,4 :—(«( ,0) , CB = (3,

J
end 73 die dber oo je/ejenen ’Pom/r/e
Y‘ﬁz)(T‘ﬁg
7
Wejen ({73) = ()(‘—o(/l)‘l'(')(—o(l)+(7('—0(3)+ 2(%x-f )
+ 2(%-f5,) + 20x-f3) folgt :
(4) = Ayt A+ A5+ 2(8,4B,+83) = 3(P+P,+T,).

Sel \7 dl-e VHC’fOMOr/)/’e FQhk7Ll.Oh (X"[-;4)(
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Somit qilt . (g) = 3(B,+By+B;)=3 (P +P,+F;)-
~ (A +A,+A3) = 2 (B, +B,+B;) + 3(P, +P, +P;) =
B +8, #B3-A,-A, - A3 |

g besitz+ also an den Stellen //g‘ einen Pol der

Ordnunj 41 wund an den Stellen 3(7 cine Nullsdelle
der Oro/nunj 1.

Es jf/?‘ Nun fc}'r \/\ea/en //«x‘fomor'/Okfsmag C € Aut (1
g £ C o X

Gabe es ndwmlich ein C :[ZSJ e Aut (IP7) weit
9= Co X, so wurde je/v‘en :

(x-B)x=p5,)(x-p4,) - ax+b
y [7(1"0(

(cx+d)(x=p ) =B, )(0-5) _

ax +b 7
Dies bedeutet aber A e C (X') Wl'c/erS/oruc/z,/
Damit (st Notix 4. 44 auch fur die Riewawn -
Schen Flachean V(D) vom 7?//0 (IL) bewresern .

Fur das Fo/jena/e ist von \Bec/ea+un\7

SATZ A. 43 : Eine Riemannsche Flache V(;D,,)
vom Typ (I) kann niemals b[/w/omorp/w cé'?a/—
valent Zu einer Riemannschen Flache V(:D)_)

Vom Tyl? (lI) Sein . ”U‘[yegomo/ers kann dann
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eine Riemannsche Fliche V(D) nicht 3/eich2@/'7‘£'7
Vom 7ylb () und vom Tﬁ/” (I[.') Sein .

BEWEIS : Ses V($4) Vom 7:7/3 () und VCDZ) Vom
7:7/0 (IL) . Nach Nofiy 4. 44 it daun fdr V(D)
die Aussage @) von Satr 4.42 ynd far V(D,) dre
Aussaje b) von Satz 1.12.

Annahme - Es \7,67" cine bjholomarphe /Ibb;'/a/qng
h - V(@A)—-} V(ﬂz).

/fllf' V(ﬂz)ji‘bf' es 7‘:,/ f, € Mef3[V($2)) wm (T

fy # Bof, furalle Be Aut(IP7). Andererserts
gitt es ein f € Mery (V(D,) und B,, B, € Aut(P
mit ’i oh = B, 070 vnd 7‘:20/) ‘—'5’2 o f. Also \7//7‘
75 sh = B, oB "of oh, d b r, ‘:—’\34032'407[.:2 .
M//'o/erS/DrucL./ P

M+ /1'1'//3'@ von Natis 4. 14 760{77L céenfa//s Sofort.

COROLLAR A 4. - Fufr Riemannsche Flachen vom
7:7/9 (I) jé/feﬂ die ,//ugyajen der Theoreme 1.1. /1,

BEWEIS : Nach Notiz 4. 44 ji'/f Fur Riemannsche
Flachen V(ID)/ V(D) vom 7:'7/0 (T) die Ac{ﬁ‘a\?e
X)) des Setxes 4.42% o, card (G35 (V(D))
= Cara'(G;(V(D"))) =1, Wejen Mery (V(D) + &
liefert dann Satz 1.72.%. card (/‘761:3 (V@))//m‘(/?‘))fﬂ
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Also jf'é‘f €S Ru jea’cr bth/OMOr/o/;en Aéé;’/c/unj
£ V(D) = V(b genau ein B € Aut (/IP7) wmit
Box = X o f Dies f’é'ér'f auf die Stellen (¥)

und (¥%) der Beweise za Theorem 4.4. uvnd
Theorem A.2. Damit isF Corollar A.4%. bewiesen. 1

Um %u zeigen daﬂ Theorem A.4. im Fall p=23,
m=4 \7&77"/:7 bleibt , reicht ec nunmehr aus,
dies noch falr die Riemannschen Flachen vom

Tylo (IL) Xu beweisen da nach Satzx A.43 ejne

/

Riemannsclhie Fla'che yom 7:7/0 (L) nicht blholo -
mar/)/v o'{fzu/m/en% zu einer RiemannScheit
Flache vom 7—‘7/3 (JZ) Sein kann .

E! WErafen l'm fo/jenalen o//"EI’e/ePnen/‘/:?e Memyeh

A= {o<4,o(zf.o<3}/ B = {ﬁA/ﬁ2/ﬁ3} von
komlu/c’Xen Zahlen mit AnB = & betrachtet.

ﬁ/e 7\’/8mann;c/;€ F/c%'c/nz
V: {13-: (x-o¢, )Xo, )(%- xs)t’7<'~/3,,)2(0r-/32)2(7(—ﬁ3)2
wird mjt L//4,.B Lexerchnet

$633/81'c/zcn werden die Mer—omo/-/blven funktionew

(X-LIx-LIx=-p) v
7 Fa

mif x/’,B/ /\7/1,8 wnd \?/4 5 bekeichnet. Fs (s

X, A wnd \7 =
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/</ar, was a’ann VC' D 7 VE/;:/ ’X_C,:D / f)(E,F’/yc,.D /

4

ﬁf,/:’\?c.j wund j[F bedewtern soffen.

Se/en nun [;1,13 [/n(/ VC/$ rwer R/'GMQhﬂJ‘c/le
Fldchen Vom 7—\(//0 (]Z) vad fV/I 5 RN VC,.D Sef
ba"/’lofamarloé .

Aul Grund des Bewersec #u Notrs 4. #4114 wuno
w?cn Sats 4.42 ji'/v‘ daun entweder

Xe,0 °F €CUG 0) oder %, o fe (g, ).

/m ersfen ?-_a// /’)eiﬂe f Vom ["einen 7—(7/3/. an —
,Son57L6'n Vom jEMfsch%&n 7\7/;

[st f rein, so qilt Jepf €T3, )
Ansonsten _yt}"ée es nach Satk 4.42 é) Crin

pe Aut (IP7) mit e °F = Pe LY

Da f rein [5’%/_ \7/57‘ €S aber auch e /n e Aut (P
P X Y X Xy of
Dies /i‘e/cer‘f'f \7C/~D = 500 ’50"40 (X—c,,]) , d. h,
jC,CD € [(X‘A B)' W/o/ers/orucl../

4

/l"a/"j’ 7£0{77l Im Fa”, o/aﬂ f jem/'scln‘ st -
Je,0 °F € €ix, ).

Man erhilt somit -
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NOTIZ 4. 42 : Ist -f: ‘44,8 —> Vc,;z) Vom teinen
Typ/ so kommuatieren die C_D."ayrqmme

7[

V4,8 > Ve, 2
[2.] Xa,B X, und
P’ . >/¥ 1
Va8 A Ve, d
[1)7_] 54,3 9C,D
P p

.}CLZr yew‘fS'Se Au-fomorlo/u/‘smen_ Lf,’}u é/‘ld?"(/PA).

Ist 7C i,/A,B - VC._D vom 3emisch'fen T)’F/ so Kom -

mutieren die :Diajramm e

t
Va8 -V,
[2; ] %4,8 Ic,p vnd
/ ‘70* N%




f
V4/ B 7 VCI 3
[D iJ 9/1, 8 ’X-c, D
Vv * /
'.PA g \IPA

filr 3ew{5'se ,Au"/'ornOrpAz'Sfmeﬂ L,O*,'\}J* € Au‘f(/Pd). J

NOTIZ 4.43 - ﬁ :VA;B —> V. 5 und
fz : VC 2 —> VE - Sejen bf/qo/omor/olw . Dann \?;'/1‘ ’

fz (V) {:’ ]'5'75' jenau O/ka vam freinen Ty/D/ wenn
en/'WC’o/er ﬁ, 7[1 be[a/e Vom reinen T\ylo Sl'nc/ OO/e/‘
f, f, beide vom gem/sc/z{en Typ sind.

BEWEIS . Sind £, £, beide rein , So \7147" cS nach
Notiz A.42. A, fomor/)/rffmen ¢, € Awt(P?)
mif TC,,D "fll ::504 0")('/{3 vad X 075'2 =

P, 0 Xe - ES folgt o X of o f cpz c.2° "
=G0 Xy g, b f f (st rein .

51'170/ 'F»r/ 7,:2_ 661'016 \78!’"1‘5'6/77"/.5‘0 jlé‘f es i?aclt_
Not/ g #4.42. /]ufomor/O/?/M’weﬁ @, ¢, e Aut (P7) mit
jc,I/) 7[ 4 XA B und 7( of S02 nd? )

Es f’a/jf ’)(C of, o f, =¢ o \?c,_p 76 ¢, ° 5040751,8‘
d h. 7L 7(’ IS?L rem. :

Ist £, rein und £, yem[sclr/'/ JSo j[é% es nach
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Nofiz A.42. Au%omor/ol;[smen %/% e Aut (P7) mit
Kep© ti =, LYY’ Und \75/' °f, =Y, ° Xe,p"

Es 7[0{7*5 f/E,F °7£zo7€z: (onrcﬂofr:(pzo%ox;’/g
d i 7620764 /st jemfsch?"-

Ana/oy 750{77"/ c/aﬁ #2 0704 jemzkc/z/' l'sf/ Lalls 7[2.
rein wund f/, _yemfscli% st 4

Not/i 2 4 42. /ieferf weiter :

COROLLAR 1.5 -

(i) : Fur alle Riemannschen Flichen Vy g, Ve o
- / /’

Vom leo (IL), die mitfels einer bfho/omor/ahen
/fééildunj vom reinen Tylb l‘somorfA Sz'nc// \?//7‘

die Aussege von Theorem 4. 4.

(ii): Fur die Klasse der Riemannschen Flachen
VA,B vom T\‘/f’ (ﬂ:)/ die nur AufomOr/)/z/'Smen

vom feinen Ty/o besit»t, ji/f ,c{/'e /Iussdge von
Theorem 1. 2.

BEWEIS © Die Kommutativitat von @;'ajramm
[:D4] fuhrt im Fall (i) auf die Stelle (%) im
Beweis zu Theorem A.4. vad im Fall (i/) da7['
die Stelle (k%) im Beweis Zu Theorem 4.2
Daraus fo/j‘/' die ﬂekaupfaazj, 1

Um die G;d/f{?/(ef* von Theorewm 4.4, fdr odie Rie—
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mannschen Fla'chen vom T\y/o (IL) nachruweisen,
reicht es acc,f Grund von Corollar 1.5 . , Zu Zc’/jen
daf3 \/@ zwei solche éiho/omor/?h a?ulva/em‘e
Flachen mittels einer reinen biholomorphen ALL(I-
dunj i's'omor/ok Sind . Die ncchf’o/jenc/en Betrach -~
fungen 2ielen darau f czé; die Existenz €ines

solchen reinen /Somor/a/vfsmus nachtuwer§en .

Fur )Daarweisc verschiedene kamp/eXe Zahlen
Ly, Xz, 3 bxw. B, ,,B; sei wieder 4= {x, «, «, §

B = {ﬁd,/’)z,ﬂ3} und /4/7 B :/@/
Sei 5, (A) =« oyt oy,
SZ(A) = O<40(2 +O(49<3 +0(20<3/

Analog se; S (B) a/ef'/'n fert (i=4,2, 3).

Die S (/—1) s; (B) sind jerac/e die elementar —
Sjmmefn.:c/;en Fun/ﬂ"/Onen in den ¢>< !;zw [3 y,

Woraus wegen AnB = Q’ sofor'f fo/j%.

NOTIZ A.4% - Gilt s,(A) =5, (B) wund s, (A) =
s, (8), so \7/'/7‘ S5 (A) + 55 (B). o

Die Punkte von oy die beZL}j/}kﬁ ’)(;4 8 wber
O(J bxw . /32 //ejen/ Seien wieder mzzlA Lzw .,
BJ LCZCIc,AnCWL LU?OI o//e Are ?unA;‘e uéer oo
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Wi@JCf mer P4, Pz,P_g .

Fir meromorphes f 2 Vy g—> P sei w (f,P) die
Vielfachheit von 71 im Punkt Pe 'é‘/,B' Es erweist
Stch als nmlweno//;?, die Differente

Diff( =2 (wl P) — 4)7P
‘?/4/8) PéVA/B 3/4,8, )
Zu berechnen .

LEMMA 4.4 - Se; V4 g Vo Tylo (IL).
Fall (a) : s, (A) + <, (B) Dann j/'/f:

Diff (g, B) ze E 4+ +e E,

K

fur gewisse E- € %/3 , € € 14,2} mitetre =1

Fall (b) = 5 (A) =5,(B), s, (A)F5,(B). Daun gilt:

Diff (5/1,3) = T +Py+Ty+te E +--+e E

761;4.1’ 75""":55‘: El. ¢ VA, / 8‘. € {4,2} mit @4"’“""’6’1(: I

B

Fall (c) - s, (A):S.»r (B)/ s, (A) = SZ(B) und also
nack Notik A.4%.: 53 (A) %ES:), (B). Dann ‘71'/1‘ ;

DifF gy g = 2000, 47) b E v ey

k ~ kK

Fir gewisse [ ¢ VA,B e € $4,23 mif e+---+e. =§.

BEWEIS ’X'A B werde wjieder m[f X éeke«'cénef‘-
/
Die meromOr/O/»c Funktion KA g (X) Sei c/ef:h/l'rf durch
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RA/B (x) ==

(5,(8)= s, (A)X" + 2(s5, (A) -5, (B)) x> +
+(3(5,(8) - 55 () +5, (A)s, (B) - 5,(B)s, (A x * +

+(255(A)s,(8)- 25;(B)s, (A)) x +5,(A)s, (B)-s, (B)s,(A)

Es giit 0/-‘7/1 . ((r~/34)(7(/;1[32)(7<‘—ﬁ’3 ))’QT _

(‘)(3-— s.(B)x* ¢ s, (B)X"’fz(B))/c/x’ .
d

> dx .
Mit t0x) = s (AT +s,(Aa-c,(4) erbalt
mawn
/3/ = ((f(x% (T(X'))z)%’) =
2
%w(é(r)- (4'(?())2) 7, (¢(x) - (Hx‘))l)/ =

__/1_2 (%) (rr(')(’))z—;— 2r(x)- 7(x). f(vc)) =
34

.1(_72()_.(1%’(7()4‘(?() + 27 (x)E(x)).

J
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Dies ein9656+2+ in () “e{er‘ff

(4’(')(})2 / ¢ /
_ [T x)y - , (f (x)r(X) + 27 (X}f[)())
JﬂA,B - /‘7 3f72

AX

2
g

[rix) (r (o)) (4" (%) () + 270t (x) ) s
- 4 34 (7 (x)*- t(X)

- [3rx)t 00 - (F O+ 21 () (%)) ) 40
= 34-¢(x)

— (7 (x)tx) - £ (x)r(x) dx
3-’j' t(x)

Sei wilx) = ' (X)E(xX) =t (x)r(x).

Es ist (%) =3x 2 25, (B)%x + 5,(B) wnd
£'0x)=3x%= 25, (AKX +5, (4).

Sei w(x) = X)) wund vIX)= £7(X) (%)

Unm wi(x) = M(')F)"V(’X-) 2u éerec/men, jen&j*

és aus S‘ymme‘f‘r{ejn}'nc/en, ulX) %Xu berechnen.

Es ist u(x) =

(3%% - 25, (B)X + .5, (B)-(X*- s (Ax+ s, (Ax- 5, (A)
= 3%~ 35, (Alx* + 35, (A)x3- 35 (Nx- 15, (B)xY +
+25,(B)s,(A)X - 25, (B)s, (A)x* +254(B)53(/4)'X‘+52(B)7<‘3-
=53 (B)s (AN * 4 53 (B)s, (A) X = 5, (B)s5(A). Es folgt:
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(%) w () :RAB(X”)‘

Somi+ j}H' also :

R (X)) o x
(9 d = AL
) DY gy Ce oy

Nach Definition von RA{B()() gilt ersichtlich :

(410) (RAIB('X“)) = = grad (R, , (x))-(P, +P,+ P) +D
mit ecnem positiven Divisor D .

Weiter \9{/{- L

(44) (a'gAIB):4(FA+F1+P3)-2(AA+AZ+A3)+(RAlg(Y))

Beweis, Wegen (9) gilt : (dg, ) = (R4 g (x))-
= (35 (0w, ) (- M —y) + (o) = (Ry g (x)-
LA A, a, + 2(B,+B,*By) = 3(P +P,+Py) +
t3(A A, €A = 30 4P, 4P ]+ (dX) , d k.

(dg, ) =
(41){ Ab

(RA, B (’X‘)) - ‘('(AA+AZ+A3)~ 2 (B4+Bz+33) +é(f4+f’2+%)+ (OI'X',

Fur Pe¢ gA4,A2/A3} j,'[{- wegen (3A,B):BA+BZ+B3 -
“AAFA A, daB 1/9, 5 eine Karte um P st
Unter Beachtung von "{3,4,8 = -—ijg d(’//gAB)
fo/\zﬁ: (dffA,g)(P) =~2 . Weiter gitdx)(P) = 2.
Also ji/% wegen (12) : —-,2:(C/ﬂAIB)(P/:(RA/B(X'))(P)-.Z




d h.:
(RAIB('X‘))(P) =0 und (de B)(P): -2+ (R,4 B(’X‘))(P),

Fur Pec {B,, B, By} gilt wegen (jA B) 8,#8,+8
-(/l +A, —FA3) c/qﬂ 3/4 B Clnc /°<ar-7‘c um P /57‘
d.h. cfyAB)(P) 0 . Wejc‘n (dx)(P) =2 und (12.
\7:!7L o{ann :

(dg,,g?(P) = (R o (XP(P) = 0.

Far P e §£7, P, P3} (st 41/ eine Karfe um P
Wegen dor = —x*d(4/x) und (-x2)(P)=~2
foj\?‘/“ (a/'X')(P) = =X und Somi F w€\7en (42) :

(d9, 5 (P) = & + (R4 g (x)) (P).

Far P ('F /4,,,/42//‘3,34,3 3, 4/ 2/ 3} 9 s
Wejen (dx)(P)=0 wund (/12).

(dg, g (P) = (R, z (x)(P).

Damit 15t die Glejchung (44) bewiesen .
Da (de,B) kancn;'scA (st fo/3+
(43) f/rac/(o/jA gl =2-%—-2=¢

Wegen (g, 5) = Bi*By+ By ~ (A, +A4,+A,) Stimmt
die CDlHjeanJ'e :‘D)ﬁ:(ﬂA B) mit O[Cm Nullstellen -
C//VISOF von O’jA B uberein. Dieser /)anjf' noch
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von s,(A) s (B) bzw. s,(A), s, (B) ab.

Fall (a): s (A) % s, (B).
Ddann 5{”— jrac] (RA,B (')()):: 4 und (AO), (4/1)/
(43) lckefern .

(dg, §) = - 204 FA,+A;) +e £+ e Ep

fur gewisse £; € Vy o, e;c{a,2f mit e+t e =12

Die e'- kcgnnen nfc{q{' jrépc’r CL’S P Sel'n, o[a.
Jag € Mery (V4 g) gilf und somit 47(\6]/1/8,?)5
fir alle P ¢ \{4(3 . Es fDlj‘f :

1 4

Diff (j/, B) = e b, +-+e E .

Fall (b) : s, (A)=s,(B) und s_(A) #s,(B).
Dann giit grad (R, , (x) =3. (40), (44), (13)
liefern : ‘

(de{B): P4+P2'*‘?3’2(AA+A2+A3)+€4 E4+"‘+€k Ek

fl

fur gewisse E- ¢ Vig s € e 1,2} mit e, + - te
{

Es «fo/j‘f B
fDiff(jA g = PP 4P v e B 4 te, E, -

Fall (c): 5 (A) =s,(B) und s, (A) = s, (B).
Nach Notiy A A4 \?iH’ oann 5‘3(8) #53 (A).

Daraus fo[j-f : \?/‘Qo/ ('QA,B (')(‘)) = 2. (40)/ (44)/ (1
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{l‘efern C‘ahh R
(0/3,4 B) = 2(91*7324'?’3)—— 2(A4+A2+A3J te £ +---+e |

Fdr 3ew[35‘c E,’ € \Q B/ < € {4,2} mit e4+---+CL,“—'¢
/

Also 3/'//' in diecsem Fall :

Diff (9,50 = 2(F+P+Py) e, £+ +e £ .

Mehr Falle \7{67'- eSS nicht. Lemma 1.%. (st dam,

bewiegen . [

Lemma 1. 4. erméj/iclq% den Bewers des f’oljenden
541‘255/ der /JC"SQj?L/ a/a/3 nur Twischen janz ypekie/-
/en ﬂ(.emannsc/qen F/acken Ve&in 7:.7/0 (11_.) él'n /SO"

Vnor/)h/'s'mus- jem('sc/n*en 7:7/93' existieren kKann.

SATZ 4 1%.. Scien VA,B ,\/C/JJ Riemannsche

Flachen vom TyP (IL) und £ VA,B — Vc,:D sei
€ine b/'/7o/cmor/a/ze Abbjldung vom gemischten 7:-7/0
Dann (st VA,B (und  oa mit F auch f",, VO
jem[Sc/?fen Typ fsf‘/ Somit auch VC,_‘D) biholo—
morph aquivalent vermittels eines lsomor/oh;'anas

Vom re inen leo 2 u einel' ’Rl‘emann.f'cblen F/CE.CAC'
V(?\?'), die y/el'chunjsdefrh/erf st darch

VIN): 73 = (x3- )(x3-N)"

fc'c'r ein- NeEe T mit ﬁx + 1.
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BEMERKUNG : Es ist klar, daf3 in Satx 4. 44
nicht N> =4 gelten kann. Im Fall A3=4 erhiit

man namlich die Gleichung /73 = (x3— 4)3/
die ersichtlich reduzibel ist und somit keine

Riemannsche Flache defl‘m'erf', J

BEWEIS (ven Satx 1. 14.) :
Da f yem/sc/r/' ist kommutiert das (Dr'ayramm

f
VA, B ’Vc, D
*4,8 Ic,»

«f&'f ein yBWI'.S'Se.S ?ﬂ € Aut (/PA) .

5’63} besitegt also das j/e/che Verkwel\?ahysver—
halten wie ’XA g . d h 9. 3 Verzwezjf I'n
Genae 4 /I)un/m‘en voll . |n Lewmma 41.%. kinnen
alse nur die Falle (a) und (c) e/nf'ref'en da
fur die seche Vc’rZwe/jcmj /mm/GLc Von ’)(‘ jf'/f;
«7/(')('/4 8’?) 2. Fdr die D; fferem‘e Von \7(’$ 3/'//'
ailso -

Diff (jc/:o) = 2(E4+‘...+E€) fir jewf.ﬂ“e Ef e‘VCD

/

A F2 Kp s = Jepof folt fir jeden Auto-
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morphismus y € Aut (P*): (e @)ex, = (yeq, )
Man hatfte also die ganzen b/s/?;erfjen Betrachtun
gen anstatf mit 9c o auch mit Vede D anste
len kennen. Daher kann man annehmen G/Qﬁ
\76/3) Uber o0 VeriZWely‘f' und somit in Leémma 1.6
der Fall (<) elntriff. Dann \7//7‘ alsc :

Diff (9, 5)= 2(B+P,+P)+ 2 (E,+E, +E;).

Weiter hatfe man f&'r jecfes I~ € c* X )
durch FX, e ersctzen keunen . Aiso kann man
tn der defm/ereno/en G/uc/qcmj Von RC P ’)(“)
direkt S, (C)—-53 (D) =1 annchmen . RC,J) (x)

nimmt dann die fo/yenc/e Gestalt an -
Re 5 (%) = =3x%+ 25, (c)x— s, ().

Hatte das komplexe Polgnom -3T “+25, ()T -5, (C.
Zwei verschiedene Nu//'s?‘e//en/ So wurde man (auyf
Grund des Bewerses zu lLemma /’-4-) mehr oals
drei Punkte E[ ¢ {A, A, Az, Ba,Bs By, P Tu, Py
auf Ve, 3 erhalfen mit R 5 (x)(EL) = 0. Die
aber ware eip W:cler_s/)ruch zu Dif f(j( 2) =
2P+ P +P) + 206 +E, + E5).

Das /Po/ynom —3T + 25, (c)T — s, (c) besitz
also eine o'folv/ﬂe/fe Nullstelle . Fiar die Diskrims—
nante Dis = (25,()" - 425, (<) gilt dann -
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: z
Dis =0 <= s,(¢)" = 3s, (C).

Die definierende Gleichunj von VC,J) ye/rf damt
vnfer Beachtung von S, (c)=cs, (D), 5, (c) =
s, (D) und —S3 (D) = 1— S3 (C) uber in

,:73: (7(3— s, (C)’X‘Z-é—%sx (C)2’><‘—53 (°C)).
. 2
(x¥ -5, Q%"+ 25, ()’ x +14-5;5()"
3 - 3
s, (c)
Sei \:= SZ(C) _( 3 >~ !

NE
[, (C) _Qs, ;C)>

Es qilt N> # 4.

Die Transtrmq‘/'t'on h : VC D —> V(?\g)/

__5,(c)

h, | * 3
(X, ﬂ) — 3 / /y

] 3
. 5,(OY s, (C)
\/s3cc) -k 3 ) 53(6)—( 3 )

erweist sich als lofholomor/ol..

Es j@ndy‘l’; die Wo[f:/c’ef[m'erﬂqe[‘f Von h Zu Zé’lyeh.
Sei (’X',/:]) € V. p - Damm ij‘ :



. \2 3 3
~3- 54(C)‘)(’- . Sa <BC) ‘f_(s_-«_(c_))- 5,(C) +(s, (c))

3

5,(C) (54 ;”)
o ()37 A
x> ~s, (c)x + 2 >-‘ (5 éc)) [Sgic’)—(g";c)) }-7\3
SB(C) (S (C)) /

[( P et g2l CC) —s (c))
- s, s _ o )
( S Q) x4 528D 3 o +1 SS(C)>J/(53 (C)_(s,.gc)) |

i

h st also WOL/c/efinier'/' wnd somit Lz.ho/omor/’/t.Scﬁ.I{e
lich st h 4rivialerweise rein. Damit (st Satz 4. 1%. bewresen
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Auf V(}\g) se; die meromorfhe Funk+ien 9: VX)) =P
a’ef/nier'f durch :

3
x7— N

Das fol'jenc/e Lemma be&aj‘f', c/a/?: die ?I'cmannsc/;en
Flachen V() ; A + 1, tatsachlich Automorphis -
men Vvom 36/17/3 clnl'en T\7/‘) Eesif“;‘(eh .

LEMMA 4.5, Se; AeC mit }\3;{.—./{_ Dann (st
§mix

ey oo ' 3 3
Emix(’x‘/ﬁ):z(imix(‘x’)/ im'x(’j)) = (3 ('X_/ ‘J)/ 9 (Xlz! "?\ )

V(N — V(7\3> mi

€in [nvelutorischer /iufomor/)lu'_gmas Vo m \7em/$cllfen
ij), |
BEWEIS . Zur Wokldefiniertheit von &, :

Sei (x,4) € VIN). dann qilt -

7 ?('3-—?\33 3 3
(im;x(ﬁ)) :<( J ) -%) =

X
(x>~ 2%)° ° : >
/7 _ ,)\3 7(3 - ?\ - ?\3
(63— 2) (= R)* = x*- 1 -
X— "X"

(X'B— N~ Ax? +7‘3)3 = ('7(2(4"7\3))3 - f6(4“7‘3)3 L
X {x3-1) (x*= )3 T T (xioar
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Andererseits \7"”':
3 & _
((F,. x)>- DT . x)=-N)" =

(1= )(1—-%)7\) b (1=23)° S L

(x3=1)° (x3=4)°

§m;x st alse wohlde-Fim'er'l' . Weter j}H :

o2\ 3
S (F (xq) =3 x<7(3‘7‘3 /( 4 ) ')>:

~

N
>
Y B
>)u~7
N———
(93]
|
> ‘
/"\ \\&
aX l
\J
i)




3 3
x, X =™
=)
3
Also is¢ §mi>< €ln l“nVOlU‘['OFI‘SCI'xeF/lu‘meorqu/'SmaS'-

:Dap §Mz‘x VOoim jemeCHen Ts‘fp I'S7L, I'H- k)a.l‘. Damit
15t Lemma 1.S  bewiesen . J

COROLLAR 4. 6.: Fur dije Klasse der Riemannsche

Flachen vam Tw) () 3{[{- die Aussage von [ heoren
1.41.

BEWEIS - VA[B f VC,;D Secien Riemannsche Fla'chen
vom Typ (I) und & : VA,B — vc,.‘D sei biholo -
VHorpb vad vom 3@nv:’chen Tj/o. Dann ji'éf' es
nach Satz 4. 4% I(omflexe Zahlen X, , A, mit
?\3 + 1, 7\2 +1 uwund bu'ho[omor/OL'C /Uv(of/c/unjen

. o3 3
Ty Vas ™ VA, @ Ve, 2 > VIRT)

VOm reinen Twp Scewie nach Lemma 1.5 ge -

mischte Auf’omw/a/q/men
(4) 3 (2) 3
Lmix € Aut (VR3] vnd 32 ¢ Aut (V(AY),
;Dfe Liho’omOrpke Alak(ldung -lC: VA,B —> VC,.D mit
—_A (2)
.f::: Cfl °§m}’><°c/)2_°§

iSf' dann nach NO‘HZ 4.43. rein . Aus Co;—o”ar’f.s,(;
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Folﬂ‘]’ nun die :Behaui)‘f'unj. ot}

Da eine Riemannsche Fla'che vom T\‘ﬁ) (L) nicht
Bihclomorfvh éiffui\/alewl' 7u einer Riemannschen Flach
vam Typ (L) sein kann, liefern die Corollare
1.%. und 1. €. -

SATZ 4. 45 : Im Fall P'=3, m=6 bleibt dje
Aussaje von Theorem 4.4. 751-{-(3. 1

Nun Kkann auch \76261;77" wc’rden, da/3 Theorem 4.:
(m Fall p=3 m=6 nicht mehr a/ljeme/}oja'//—/y
Lileibt.

CCROLLAR 4. %. - Fir die Riemannschen Flachen

VIR), N 4, gilt die Aussage von Theorem 1.
Nicht mehr.

BEWE[S : Fur den invelutorrschen Au'/'Omor/Dk/smu
@m,—x : VIN) = V(AY) aus Lemma 4.5 grlt :
§mix (4,0) = ’P; fcl'r ein 1¢842,33 . Die
nicht — +rivialen \Deck*ransforma%fonen aus /\/3
permuﬁeren die N:'anL_VerZwen'gunjf/?unk-}e VOon
X mit j/ezscl«zem S/Jur/nun/d' vnd Konnen Som
nur die VerZwe;jumys/pank‘fe von X als [—','x/,u,,/ﬁ

besitzen. Sei T ¢ein Erzeugendes yon K; -

Wiarde Theorem 4. 2. yc?'/v‘/j Aleféen/ se ware /<3
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ein Normalteiler in Auvt (VIA) und somit
im.'x‘: T e };?X eine :Deck{'rqnsformah'on aus K3
mit 3 oeve 30 (P)= § . (t1,0) = F . (4,0)s
Pi , d. h.: §mix o To §n:i:}< = id . Wejen
— — ~ . ‘
§mix °To Emix (410) = ‘gmix (2 (P:)) F (41 O)
% P;
Erg»"b’f cdies einen W{cler,f})ruch, 7

COROLLAR 4.8 .- Im Fall p=3,m=6 gilt fgg,-
die Klasse der Riemannschen Fldchen, die zu
Keiner Rigmannschen Flache V{(N\) , %3#-"/,
biholoemarph ci'c}uis/a!en'/‘ sind , die Auss'a.yc von
Theorem 4. Q.

BEWELIS : Fur Riemannsche Flachen vom T\yf (L)
wurde die GQ(‘/‘fjkeH von Theorem 4.2. bereits
jeze{jv‘. Fur Riemannsche Fladehen vom 7’\7[3 (IL),
die zu keiner Riemanaschen Flache V(?\g), '/\3#: 1,
biholonmorph c'z'?uiwzlenf sind existiert nach Satz 144
Kein [somorphismus vom 7emrkck*en Typ. Corollar
1.5. (i1) liefert dann die Behauffuny, (-
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TEIL 2

In diesem Teil werden Riemannsche Flachen V mit

einer def:'n{arenc/en G/e('chunj vom ij
V: /7M = ][('X’)/

wob e, f éin 'Poljnom vVom ’Prr'mZah/yrao/ P mit
lauter verschiedenen Nulistellen 1'37"'1 aaf bihho-
low:orfhe /{%ui'va/en% untersucht.

Bevor d.e Haafy"resu/f‘a‘l"e forma//‘er‘f und bewiesen
werden , werden Ec.mjc Hf'lf'ssd'v‘,?c éerez'f’jesfd/f.

Vorab J’ea/o:;l} werden Zweil elementare kombinato—

fFische ;Bewer%unjen bewiesen .

NerizZ 2.1 Sei p eine Primzahl , M22 eine natar
liche Zahl wmif 99T (/O//n} =941 wund

Nf:{‘(j,‘i')ész04j<‘0—4/30</<<'n;k,’d-j’n—--ﬂ~’fao},
Dann gilt @ card N = %(F-A)(’n-"l).

BEWEIS © Fur X e€lR bezeichne [’X’J die Gauﬂ-—
Klammé’l‘/ c{,l‘:,:'[')('] = Sup {ZGZ, Z £ 'X_}

Notiz : Fur x, 4 € R qil? [‘X’]+[g] > EX'+,:77-4 .

Beweis st x € L oder yeZ, so giit [x+~41=Dx]+Ty
[st Xe R—7L und M E€R=Z, so gilt [x]<x<lx]+
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und [Aj] < /v 4[7]"f’ 4. Daraus 7601\77['1 ['X’*)‘UJ <
<X +Hy < L) +C,U_7 +2, also ['7(‘-4-;\7] < [7(]+[:7]-P4,
Sel nun (jfk) € N. Dann 31'1-}

. ; , ' (k+4)
kP—CJ-+/1)-n >0 &> 9, > -—-Tﬁ .
Da p Kkeine der Zahlen (k+4)m teilt , (st die

lefzh Ung/e{chqnﬂ c{?uivalcn/’ 2w

j 7 J:___(k*dfnj + 1.

Hieraus 700/\77" )

/.Card N = Z <44-/1 [(k+4) ‘h]) _
(=)< o2
(p—4)( _,_4).- _(L’+4)m:) ‘
p— ) ‘; [____P |
Es 3iH‘.
& ks na
2 |44 -
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Wegen L] +Tyl > Dx+qgd—1 folgt
(£) 2 G=Alp-F=1) = (p=1)(m—1).
Dies liefert mif (g): card N ¢ L (p—a)(u—1).

Da p kein Teiler von n jst, folgt weiter :

[-’?J +[(F—4)-——] < = +(|7——4)% =N,

[153]) +[w-2%] <25+ -0F =,

{t

[(P.-/I)P] }_ :} < (p 4)%-#% m .

Also gil'f () « (p—-zf)(rn-/i) . Mt (a) fol'J-,L .

card N 2 5 (p—4)(m—1).
Damit st Notiz 2. 4. bewiesen. O

NOTIZ 2.2.: Se; p cine Primzah]l , m% 2 eine
natiurliche Zahl mit 99T (p,m) =1 wnd

N’ := {(,kez?l o £jep-1;,0<ken  kp=jm » 2n+1]}
Dann 3{H'; card N' = %(P-‘")(’""") - m+1+ [%]

BEWEIS : Sei

N”2‘={(J',k)éﬂzl Ogj<p-1;0<k< m/-2n+/l>k)o—j07 > n+41}
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Wejen Notiz 2 4. i1st Netiz 2.2. bew{escrz/ wWenn

geze:’yv“ wird :
Card N” = 71—-4-[4';':) ,
Sei (j/'k) € N". Jann ji.H' k/O -*Jm <2m+41 &

(U) k< m(['+2)
P

Im Fall j<f3—-2, st P kein Teiler von m(J'+2)/

So daﬂ dann K é[n_(al;__z):} 3}]‘]‘.

/ So daﬁ i'n diesen

- ‘ m(j+2) _
lm Fall J ._F-z_ j:H‘ + = m ;
Fall wegen k <wn de ungie('chunj (u) a?a{valeni-

iIst zu K £ m—A.
Man erhait also f(,}'r (J'/,k) € N :
rn([—*—?.)]

, falls J < p-2

(1) k<
m -1 /FQHSJ:F—ZI-

Weiter gqil+ far (J',k) eN" - kp =jm > m+1 &=>
kK> (—4%)’" . da p keine der Zahlen (J‘+A)/n tellt,

1st dies &C}ucl‘valen‘f u

SRS R iy

Sei nunJ 3 fo/.../‘o._y_} 7565\1(. und k e {4,_‘_/("_4}
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jena'je den Bea’;'njungen (1) und (2), Dann js'H" (J',,k)@

In der Tat! Ec¢ wuwrde bereits jeze{\c)‘l'/ o/aﬂ aus (2)
kp-jm 2 m+1 folj‘f.

Fall4: j=p-2.

Es wurde bereits 3e26|3+, dap dies Yusammen mit

K ¢ m—1 &c'c_;,uivalen?' zu k <« ——J—MCFZ) ,od. ko
Kp-mj < 2m+1 st

Fall2 © | <p-2.

\:\/ejen (4) jz'H— dann : K é[M(J:L)} , Wejen J'+2 <p
und ggT(‘f,-n) =1 isfF p kein Teiler von "(j--i-Z), 50
dap also gt : [7U8] ¢ mGe2) g polgh: k <Y
&> kp-mj < 2n,

Alse qilt (] k) eN".

.'Die. ofo{:}e'n Be]"rackﬁxnjc’h kaben je{ze;j-f'/ c/a[3 7[{,{,-
ein feS?Les J € é’o/---, P - 2} genau dann (J}k)GN
qilt, wemn gilt

(«):[‘J‘*F”“”)M ¢k < [“J*Z)] ; falls j<p-2 ;

P

(B): [(i"}””"]—w sk & m=1, falls j=p=-2

Im Fall () 36115:’@14 R u J also yenau

m('|+2) m (i ; R
[ P ]'[‘*"pi)] k's mit (k) e N und



—112-

im Fqll (f}) 3eh5ren Zu j genau

A ..l_u?*;”] k's mit (j,k)e N". FEs folgt-

p-3
cWaM':2%%&&%-%&&2D+m,4_kﬂ:ﬂ]:

S\l P P P
P-3 -3
[mizal] Z{m]+m_4-[m_<g:.ﬂ]:
i=o =
J
pP-2 P-2

2[2] - 5 ] et s[5

Damt st Notiz 2.2. bewiegen . (|

LEMMA 2.4 . Sei P eine Primzahl und m> 2 eine
naturliche Zahl mit ng(f,/n) = 1. Die Rie -

mannsche Flache V se/ j/fz'c/mnjsa'ef[n[erf durch
V: /ym = (X=X )e-e (- D(P)
+ FaarwefSC verschiedenen /(omF[eXem Zahlen X ..

(i) Far das Geschlech?t g ven v \7:'/7‘ :
g = f’i(p~4)(w«~4).

(ii) Die Menge
N ::{Lid%)(j}k)EZi’O£J</?-4/~o<l<<fn,' kp-joo~m~4>,o}
J

FE——
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ist eine Basis von 0 (V).

BEWEIS : Mt k’,t:'--:::kp',:;-’/ Sieht man,daﬂ

man in der Situation von Fall (ii] czuf Celte §
ist und erhilt wortlich wie dort, daf3 9=%(p-4)(m-
qilt . Dafr n hier i.a. keine Primzahl ist, spielr
f&'r cen c{orf'/;c/en Beweis keine Rolle. Wesent|ich ist

nur, daf3 _‘],?T(P/’") =1 gilt.

Insbesondere (st alse wieder X eine n- blattrige
Uberlagcmnj o/¢r Za/a/enkuge{/ die voll uber SPPRUN

und oo verzwe "34'.

Fuar J'e_f/f,m,p} sei /IJ' der dber x; gelegene
Punkt und Poo der Uber oo ye/ejcne Punkt.

Fir den Diviser (’X’g‘),\/' ¢ N+ {0} erhalt man
(3) (x¥)=4(G,*++Q,) — jmluy
mit nicht nof'wencl:'g verschie denen Q; e V.

W63éh (/:7{”) = ’VI(A/,'*‘ +/4P) —MFPOO erha l
man ‘f&'f' keIN weiter :

() (4 = k(A ++Ap) = kpFo .
In allen Punkten Z & {A,,..-, Ap, P ] qilt: (dx)z,

(st Z € {AA,——’/A[) }/ So S‘}I'MM')— (ol X‘)(Z) mit de



A -
:Differen{'a vdn x in Z uberein, d.h.: (dx)(Z)= n-1

[sf SCA/::C[S//C[v Z =P, so fo/jf wegen \7/‘0(0/ (dx):
2j—2: (m ~a)(p—1) — 2 : (0/?(/(/;,) =
)~ 1) =2 = (o — alp = —m = 4 Also ik

(5)  (dx) = (=) (A ++Ap) — (m +1)Fy .

(3), (%), (S) liefern :
(2—(—,-—%6{'79 = (X”“(Agk) + (dx) =
“d

4 46+ +6.) =], P -
,g(A4+.~t+/%)4,£Fﬁ”-+
(44—4)(/&""" ""A’o)"' (M""’)Foo .

Notwendiq dafir d ¥ [ Lo 4
ndig Qf(r/ a/3 2(‘__‘2013( hoomorf 1St

7d
1St ersichtlich

(‘7‘) /ﬁp-—\/"n——m-—-4 2 0.
Gilt =usatzlich

(?) /£<m

/

So sieht man, o(a/3 (7) wnd (8) auch hinreichend

c/qf(,}'r Sind, o[a/@ _Z‘_:g_olx /xc/omcr/ah /STt .
“d
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Gelten nun (%) und ('39)/ So fo{j/’ gundchst mit ('E
(}'.1,, £ klo R a— [A/ejeu (%) (77"//— weiter -

kp —m—1 <mp-—m—A. Alse gilt: j<Lp-1-
p-1. Dami+ ot \7626‘/;7'/‘.

§\—\

Far (J/I<) cN , N wie in Notix 2.1, Sind die
g2
:lefferenﬁ'a/FOrmen —X—-I;-O/T ho/oworﬁk,
: /(7 ?

SInJ(Jk) (§, k)cN mit /(p—Jm~m~4:

Se fo/jf wejen p /or/m wnd \7\7/ ([)/ ) = 1, c/qﬂ
P ein Teiler von \/*‘\/ zsf' Ja /J *J ] <
jl.H'/ {a/j‘/’ J :\/./ umo/ Jom;'/’ aucL k—‘-’k

Sind also (j k), (k") e N mit (k) % Lk,

/
So besitzen YJC”Y’ wund ’X_} O{’X‘ [WC"]@“ (é))

In P, Nullstellen vaterschiedlicher O/‘d’nunj ,
Hieraus 750<?2L[__§, auch Ahlfors L.V./Sario L. (4)/-5.326
daf3 S [inear unaéh&'nj/:? iSt. Da card § =
card N \71:/7‘/ fo/j% mit Notik 2.1, daﬁ S eine
Basis von (2 (V) ist. Damit (st Lemma 2. 1. bewiece

LEMMA 2.2_: Se; P cine Primzxah] und m=z2

eine natdrliche Zah| mi+ 9‘77'(/0/4,,): 1. We(ter

Seien o(,,/,../xf /marWet'se verschiedene komio/c)(e
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Zaklen , V die 3Iel'chun5£deff'n/'er+e Riemannsche
Flache

V: ,/:7,":: (=, )= e (X = Xp)

und P der (nach Lemma 2.1.) einZ/'je 6626};7//(%

X Uber o0 3&16\?6/7(’. Punkt  Dann j”*f

{4/,\,}/__-_/_,7[%-]/7(} ist eine Basis von L(""’"Pao)-

BEWLIS - Sei melN. Fur den Divisor von /\7”" J/'h‘:
(ﬁm): fm(AA”f"""i'/l[;)—’r”PPoo/ wobe/ die /4"
die bZJ/. 0(‘ &éir ofJ 3elejcnen Punkte sind.
Fur m € {4//]_“%]} -/:olgf (jfm) > -—mroo .
Wejcn (4) =z - mf;o vnd [')() Z — M o \71’/'7‘- also

{41/\7/"'//:7[%]/ fx'} < L(—MPOO>

Fur am éf/!/,.,,.[f;—,"-]} besitzen die /\7”" in P,
cinen TPol der Or‘c/nung mp > 0.

Die konstante holomor/:,’?_e Funktion 1 besitzf
‘l‘n Poo einen ”730]” clel' Ol‘dnunj O .

X besitxt (n ?oo einen Tol der Ora/nunj M,

Da p wegen jjT(/»,m) =4 kein Teiler von
n ist, jf/f Fur m ¢ {4,/[%]} : m :ﬁ'—/mF,

Die Zahlen o, P ZF,“-/[%]'P und m sind also
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Faqrwet'se VerSchz'ec/en worads c/('e lineare Unaé~—
hanjljk€l+ der I’VIGI’OWIOP/DIqeh F(—lnk{'loi’)en A/ﬂ /7[]
folj+ [s. auch Ah/fors L.V./Sario L . [4]/ S5.326 7.

Sei QO (ml?w) der € — Vektorraum
fwlw meromorfhé Differentialform auf V mit (w)-mPB > 0}vio]

Alle w ¢ L)L (mP ) Sind hol opuor}?/ﬂ Somit besitxt
_O.(mPoD) eine Basis S' ¢ S (S wie in Lemma 2.1.
Nach (€) haben die @:'fferen'+r'al-for/uen I%d’f e S
In Poc erne Nullstelle der Of'drlung /</> ——j'-n - -,
ESjth k/)“‘\/"'i’l-'M"f}M <.‘_'_"> /(/a ‘_\/.M>/’2M+4

Sei N' wiein Notiz 2.2 . c/eff'nferf'. Dann (st also

s’ {j; e[ () N'] eine Basis vor 2 (k)

Wejen card S = card /\// -Fo/j?L fd'r den S/OC’Z/'a/i
titsindex von = P

. ot 2.1-]

(,(’HFOO):»CQrdN/ [N:.-Z %(’D—/l)('u—/l)-—m—z‘-’f'*{%]
Der Satz ven Riemann — Roch lte fert nun

/e(—ﬂﬂ?):jrac/('n/’ )-j.;.//.,t—(’(mp ) —
._.'—[f’ 1)(n - 1)+ 4 +4 (!o 4)(4«-—-4)-—44.}-4.4.[ J ’2+[F]



—14 8-

Zusammen mF der lineqren Unab}w{ngijkeh" von

{4, /ﬂ,,«‘jl’ ] } C L(-—-—/nP ) fogf hieraus

die Behaup*%ung von Lemma 2.7 o
Dac zentrale Resulfqt von Teil 2 lautet nun:

THEOREM 2. 4. . Sei P eine Primzahl und m eine
natirliche Zahl mit m 2 2p+4 und m E‘f.O(moc//a)
Weiter sefen Kgpeeey op (bzw. B, /31’) paarweis
verschiedene komplexa Zahlen und \/, V' die
3leichun_c/5de-/l{n}erfen kompakfen Riemannschen

Flachen

Vig = (x-x) - (x—op),
v’ /\\7 = (%~ [g) (’)("‘/3’0) Dann 3(”’:

V und V' <ind genau dann biho/omorﬁh dgu(-—
VQIemL/ Wenn €S Einen /4<L+0m0rph{Smu$ Be Aut (C

gibt mit {B(x,), ..., B(wp)) = {B,,..,Rp}.

BEWEIS :
&":. Seien V.V’ wie in Theorem 2.4. definiert

und B(z) = gy +b € Aut (C) mit B({«M...,o(f}'
= fﬁ,y,,..,ﬂf)}, Wejen Be Aut (4:) yr'/‘f a F0.

Nach Notiy 4.4. jlllf,'.

P
(80)-B )+ (B(x)-Blxp) = ™ TT (x—e;).
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Die bira-l'fona/cf TI‘anSforma-/*/On
Y, VeV () e (B, 1)

erweist sich ersichtlich als b,’ho/omor/u/; .
Damit (st ,<&=" 5eze[\77" und Y2war ohne die
Br'n.Schrc'z'nkenc/C :Beo/{njunﬁ oM = Zlo + 4.

=S 7 Wejen p /arim und m FE J(mod P) fo(g?":
ggT(F/m)Z/T- Nach Lemma 2.4, bes t2t V
(und soemit auch V') das Geschlecht j:%(f~4)(m—,

/
Basis von L(-mR,), wobei P (brw. PL,) der

Nach Lemma 2.2. ist {4,.@].._/ /:7[%] ’X'} eine

e('nzije ng/- X, aber auch Y (bzw, 7(’: aber
auch \7’) wber o0 9e/ejcne Punkt auf | (bzw.
V') sei. |

Sei nun A VY —> V' biholomorph i

Der Beweis Erfo/j'f' durch eine 'R(Icks)o{elunj auf-’
Theorem 1.2. und damit letztendl/ch auf Satz 4.

Die meromOrphen Funktionen Z € Mer (V) und
W ¢ Mer (V) seien o(efa'nfer‘f' durch

P / /
Zi=x oA und w:iz= 4o 4.

Wegen ' e Mer (V‘,)/ ,g’é Mer'lb (v') vnd A
biholomorph, folgt: z ¢ Mer, (V) und we Mer o (V)
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Weiter f/i/f' :
(9) w'=(z-f, ) lz-pp),

denn Fir (%,4) €V gilt (wix, q)" = (4" (464)
= (x (Al ) =p,) e (XAl y) - Bp) =
(2 (%, 4)=f3,) = (2(X, ) =[3).

Die Vorauj’,('e‘qunj mz 2,0-—&—’/ Iie}—’er‘)L :
j = %'(p—/?)('n-—'I) 242(‘0——4)'2;3 > (P—4)Z,

Somit Id'Pf Sich wegen w € Mcr,) (V) Satz 1.1.
beldjll-ch f/ éMErP (V) anwenden . und man

/7

erhalt einen el'no/C‘uhj bestimmten /]u+0mor/o/'n'Sn
E-[5 5] c Aut(P),
S0 o/a[} das fo/jenolc \Dl'ajramm kommutiert :

Y A INVZ,
4 |
ﬁSA E \}%4
EA m _ . _ C"J+d '
s qilt also w=E°xy o (cd'— c'd £0).

(%)  Von hier bis zur Stelle (x%) [s+ die Be-
dfngun_(] n > Zp—f-’f dioerf/(:issfg.’
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Sei nun Q:=A"T(PL).

Fall 1: Q& =P,

Wejen ' e L(~%P;D) c Mer (V/) fo/\?f dann :
Z=%x'cAecl(=mP_ ) c Mer(v).

Da {4, 4, /3[%]/ x } eine Basis von L(-mnF,)
fS‘/’, /dﬂ+ Sich 2z als Linearkembination

Lrmq 4]
[7]
Schreiben mit eindeu{—(}] bestimmten Komplexen

Zahlen o(j/ b .

Sei S:["F;:}

Aus n £0 (mod p) fo/3+ sp <n. Da far J' £
die Funktion /jJ in Poo nur einen Po| der Ord—

(10) 2z = Gy +a, 4+ + [F] + b

nung  fp < sp< n besitzt , andererserts
aber 1z in P, einen Pol der Ordnung n, folgf,
da/3 in der J)arsfe//ung (40) von % \7@/7"&7 muﬁ:

(114) b F0.

Aus Q=P folffl- in der Jars%c//unﬁ w=F o('f -
c‘gzal-d

c'{/—i-d/ SOfOrf' C/::O und somi¥ OBJA E:[CC) j}
d.h.:

(12) w = C’:f"'d-
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(12) und (40), einjesdva in (3), l{ef’ern'.

. P
@) g d) = TT o wa g vagfebenp,

Ware (a,,,..., QS)#':(O/.,./O), So Er/'\fe/fe man aug

P
(43) und szjm = Cm-TT ('X‘-0<'J') durch Subtrak-

i1

tion ein A < m  wund ?ol\ynome /44/...//]/ mit
A -1 .
4 +/4A(q<'),y +~'+A/((7<') =0. Es gdbe also

€in //')o('f/nom H aus G:(’X')[TJ-—{O} mit jrac/ H = f<
das von y identisch annulliert wird. Dies wider
sprache aber der Wahl von x und Y (s. auch
E{n/e(‘/‘unj). Also jiH' A= = ag =0, Gleichun
(13) jéhf dann Wber |n

(c\y«rc/)m = ﬁ (a, 4‘19’)('-‘ﬂ2'),

Wdre dt 0 , So fo/jf aus dieser Gleichung wnd
cmﬁm = <M (x - o(A)""?(X‘—o(P) durch Subtraktion
wiederum die Existenz eines ’Poljnoms He C(xX[T]-§
vom Grad m—1 , das von 4 tdentisch annulliert
Wird , Dies aber (gt unmb'jfl'ch. Also \7[” d=0.
damit erhalt man -

CM(X’KA)""‘(T’O(r) = CM/jM: T—T(ao«!-b'x‘-—ﬂa) =
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P ‘-— (.ﬂﬂnqo) PN ~ (ﬁP’ac)>
b '(7( _—b—) ('X —‘—b—— .

Hieraus fo/j'f'/ defp die Divisoren ven (= )o--e (x-0

wnd ((X _ (g, ; ao)>..... ()( ._(_be;“c_)> dberein —

5+imm€n. M(H’)[n 3.”‘ :
f, o<} {ﬁ La=% . Br=2% =>
{ﬁa,---,ﬁf} = {l’°<'4+00/"‘/b°(

Nach (14) s+ b F0. Somit ist dann B(N):=bA+a
(Ae €) cin Element aus Aut (C) mit{B(=,) . Blx

f
_—:—,{/54,_,,/{3[7}, Damit st Fall 1 erleo/('\?‘f,

Die kanonische For’rse‘l‘Zunj von B %u einem fP4—
Au%owmrph/'smus werde eLenfa”S mit B bezeichnet.

Wegen a,=---=a =0 3{H‘ dann ‘G/efc/oumg (410)

1n der Ferm :

Z=bx +a, => x'o A =Box,

h,/“ das foljena/e :D{ajramm kommutiert -

\% A V'
X\l/ J/'x,
.rPA B N 4
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Es wird jlez'ch jeZe:’g‘/“ wera’en, da(3 der Fall 2 :
Q # P, nicht eintreten kann . Somit gilt also die
fdr den Beweis Von Theorem 2.2. chlrfljc

BEMERKUNG 2.4.: Unter den Vorau&fcqunyen von
Theorem 2.1. yi'lff

Zu J’eder biho/omorp[qw Abbildunj A: V- V/j/'éf
es jenau einen Au%omorphi'smus B e Aut (P7) mit
B(oo) = o2 So C/a/g das fo/jenc/e \D{ajramm

kommutierT :

y W
pl—2 st o
Fall 2 : QG * P, .

Da P_, der 8072/\76 623/. X Uber oo ye/ejene Punkt
auf V ist, gilt: @=(%, 4,) € T*.

Y besitzt (n Fe einen Pol der Ora’nuny /D.J)cz W=
CHy+d

By = giis mit E €AY gitt, folyt, daf

7 1n (7(0//:10) den W€r+ E-d(oo): —ci’: miF dél‘
VieffacA/wcH’ P annimmt . Es fo/j?L weiter, a/a}@ dann
’ff« den Wert {7: /n (')('o/ /f/o) mit der V/'elchA/,e,'f-
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mp annimmt . Also besitzt ,\7’" -"/yg" In (7(-0/(70) eine
Nullstelle der Ordnu,nj np .

Wegen (4) = n (A, + - +Ap) ~npP, (AJ~i= (o<J', )
Und \(/o ¢ C -f:o[\?'f’/ daﬁ /\17,"——-/\%;" jendu in Poo
einen TPol der Orc/nc,cnj mp besitxt. Es jr'/f also -

(47 = 4l) = mpQ — mpF,.
Trivialerweise 3{[7" aber auch :

((x-x)F) = fn_PQ - mpF, . Somi+ \7//7‘ also -

\

n

4" =47 = Ax=x)T fir ein Aec* =
(X =, )e-e (% - <p) = A(x- 'xo)f +f/c,’" ]

Da die letzte Glef'c/zunj Insbesonders far alle
/<omp}€xen Zahlen ji/‘/'/ /dﬁ+ Sie sich als /(om,)/(Xc
?o(ynOMjIC/'cIéanj auffas.?en. Hlﬁeraus ]CO(7/' JofOrf‘

AN=4, da die linke Seite normiert [s+. Da die
Xj paarweisc verschieden sind, folgt weiter A, #0.

Die Riemannsche F/c'z'c/;é V ist alse j/'el'chunﬁrdc—-—
ft'n/'erf durch

V: ./\‘7’":(%‘——7Q)f+70'", (4, #0)

Fur die bl"/vo/omorfahe Aéé:'/c/unj /]—4: vi—v
jf/‘/‘ wegen QA = /4-4(/00&) + P, auch (A )-4(7’00) + P,
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Also 7//1‘ wartlich wie oben, daf’ auch die Riemann -
sche Fliche V! gleichungsdefiniert ist durch

Vi 4" = (x-x,)T + 4

mt einem (’7('",,,/\{/,,) € C% und A, *0,

Sei nun V, jie/'chanjsdef[m‘erf‘ durch

V. - .f/f: 3(’"—4.

(o]

4

Weiter seien /\170‘,,:/ kompleXC Zahlen mit ,y’f— “:
wund ,:74 :1 Wejen M, F0 und A, *0 g i1+ :

{70/ +0 uvnd /j; + 0.

Die biratienalen Transforma*zbn en

Ao -V 3()(’,/:7) l—-—%(:go , w/’;jz('a) QVO und

ARV 4 X=X
AO.V -3('7(,{1) l—-é(-/z', T> €Vy

Sind biho!omor/)/w )

Es \(]L’naj“f( die Woklo/ef{m'erf’/wel"/" von /40 Zu 26/76;1.

Fir (%, 4) €V j;/+;(£/j,_fg.)” - oo
° Ao

+ Ho =45 _ 47— :(5/_)’"__4‘
Yy Ay

(o]
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A, ist alse Woh/c/efin/erf‘- Somit Sind A, und AO/
biho/omor/o/».

Fur den Au?';OMOr/J/v:.SmuS /40 0,4'—40 A/~4;i/<3’9‘/o

o

yiH‘ weiter :
Aged™ "o AT (PS) = A0 a7 (PL) = A, (R) =

X, - X
o/ o o - (///O)
o {‘/5 )

Dabei sei Py der Punkt auf der Riemannschen Flache
V, mit « (Pl )=0c0 und 4 (Pg) = 0.

(% %) Von nun an jeh‘e wieder die Becf{njunj n>2p+-

Dann Id'ﬁf‘ Sich auf V, die Aussaje von Theorem
1. 2. anwenden .

Se( L.'D (Vo> die Zu Vo j&hd}'l\?@ Grup)?e L:D aus
Theorem 4.2. und /< die \Deckfranfforma%/'onsjruf/ae_

von V, 623/ der kanomschen meromor/vlleﬂ 7’ro‘/'ekh'on
X%V, = PT. Mt Q\-em’/” folgt -

Lﬁ(vo):{’BeAuvL(lP‘)/B({% A o0 }) =N A" =3

NOTIZ 2.3.; FiirB(-_L:D(VO) 3fl'+: B(e0) = o0,

BEWEIS : Sei B elqy (V,),

Annahme . Es .3,'lo+ einJ'E {4...,m} mit B(xﬂ’):w
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Man Kann 0.B.d.A. ézm/ d. 4. Agz=4, annehmen .
(Ansonsten kd’"POW"‘f_’e man B mit einer Drehung p,

fur die @ (1) = X4 ji'H' und betrachte Beg EL_-D%

fP/’-‘ Au‘/'omorphismen bilden Kreise und Geraden

wieder auf Kreise oder Geraden ab.

Wejen B(4) = <0 bildet also B den Einheitskreis

E auf eine Gerade 22 ab. Es \7/'//' also : B(A")e g,
B () €%, B(A") é% . Wegen B({x;..yﬂm,w},
{X’/..,/ A, o} und B(4) =

B(X) e E,...,B(A"7") €& . Somit gilt alsa:

00 \7[/1' aber auch :

BX)eEng, .. BN cEng.

Da eine Gerade cinen Kreis in hochstens xwe;
Punkten _s'chne:‘a/e+,erji(>f dies wegen n— 1 >2
einen Widerspruch. £ j’./* alco B(o0)=oc . [

Aus Notiz 2.3. folgt unmittelbar, da3 Lo (V)
die von der Jrebwnj ?0(2) f= X er:{Cuyfe
n — 8/67)4@"‘/'/:7(3 Drehungsqruppe (st

W&jen ord ( Aut [l/o)) = ora’(/(,;)- orq/[LJ(Vo)) =p-m
vnd der +rivialen Tatsache, da./} die Fanffbrma?‘/bni

Vo 3 (%, 4) = (3%, pky) eV,

it _ 2wi/p . ,
/ 77—8 / Oﬁ%é’n-—'I,O.ékf,D“’/, biholo
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rnoth und FaarWer'se verschieden sind und alle P
als Fixpunkt besitzen, folgt, daf3 jedes fe Aut (V)
den Punkt Pe als F;'XPUn/d’ besit+zF.

Also fihrt die Gleichung (14): A e Ao 7" (PS)=
(4, O) auf einen W/'a/er‘spruch. Der Fa ll L I(a.nn alse
nicht eintreten. Damit (st Theorem 2.1. bewiesen. 3

Das Pendant 2u Theorem 4.2. lautet:

THEQREM 2.2.: Sei P eine Primzahl und m € IN mit
M3 2p+1. Weiter Seien o, ..., Xp paarweise vVer-
schiedene kompiexe Zahlen und V dye gleichungsdefi-

nierte Riemannsche Flache

V: /j'" = (X = Yoo (X —xp).

2771
n

Sei K={17j:Vs(vq.y)w(xlv;ﬂ;,y)ev,v)ze ;044 ::-n—/l}

die fDeckf‘ransforma'hbn:gruppe von V ij/, X und L dje
folgende endliche Un'l'crjrup)oe von Auvt (L) : |

L:={8eAut (€)] B({x,,.., s} = {«,, .., otp3} .

Zujec/em A ¢ Aut (V) gl'bf‘ es genau ein B(A)e Auvt(
mit Xo A4 = B(A) e x . Die Abbila/ang T AAut (V) — |
A > B(A) (st dann ein Gru,openhomomorph:'smu.c, und

es ji!f wejlter:

Die SeciuenZ
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1 > KK Aot (V) — > L—1

st exakt.

BEWEIS. Daf L eine Gruppe ist, ist klar. Da ein
P'— Au'fomcrphismus auf dre( verschiedenen Punkten
bereits eindeutiy fesfgefegf ist, folgt auch sofort:
ord (L) < oo.

Nach Bemerkung 2.1. 3[61’ es Za\/eo/em A € Aut (V)
genau ein B(A) € Au‘/‘(df)/ so daf3 das Diagramm

A N

V >V
X , XK

\J/ B (A) v

P >

kommu+ie!’f’/d.h. xeA = B(A)e X.

Ersichtlich 351*: B(A) el. Die Abbildung T ist also
Wohldef(m'er‘f.

Seien nun A,,,AZ € Aut(V). Darn kommutiert dac :D/‘ayramm :
Az

<
P
~

A B(AJ) . Y4 B(A) 4
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Es jiH’ also : 'X'OAZoA,, =-B(/?2) °~B(/4,,) oX. Hieraus folg'f
B(A,cA,) = T(A,2A,) =8(A,) = B(A,) = T(A4,)°c(A4,)
d.h. : T (st éein Gruppenhomomorphfsmus,

Zu zeigen ist noch :

(i) Biid (T) = L und

(ii) Kern (T) = K .

zu(i): Sei Bel mt Bly)=ax+b (a #0). Dx
die Abb{idung

Yy VeV (x,4) > (BUx), W)

biholomor/oh st mit X o ’SUB = BO’X'/ fo/gv‘ :2’(’5&8)=:
Also 3{11‘— Biid (t) =1L .

2u (ii): Dies fo/jf wortlich wie im Bewers zu Theo -
tem 4. 2,

Damit (st Theorem 2.2 . bewiesen. =

Als triviale Fol'jerun_c] erhalt man :

BEMERKUNG 2.2.: Unter den VOrauSSc."?LZunjeh von
Theorem 2. 2. gilf : ord(Aut(V) = m-ord (L).
Daber sieht man, dafl | von der geometrischen Lage
der Punkte X yy-eey %p abhd’ng+. 1

Wie in Teil 1 werden im Fall p=3 die Riemannschen
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F/&Chen, die durch Theorem 2.1. nicht mehr erfa./Sf
werden , auf biholomorphe /Tgu.i’i/a/enz untersucht.

Man erhalt fur f)::3 fo/jende.c Erjeémk’ .

CORQLLAR 2.1.: Sei n>22 eine natdrliche Zahl

mit m & 0 (mod 3). Weiter <seien .?\,/4 ¢ {0,4}
komplexe Zahlen vnd VA"'}“ die jicz'chanjfc(ef/'nier-

t+en Riemannschen Flachen

Vao: 4™ = Xlx—a)(x-A)

i

i\

Vi : v x (=) x = u) .

V>\ und V sind genau dann b/’ko/omor/?h d'?usa/eni
wenn gilt: m € YA A/X A= 4/01-2), (A=0)/X \/(A--

BEWEIS : Da ein I?L/]u+omor/a/7/3'mu$ bereits auf
drei Punkten eindeutig festgeleqt (st, folg#, daf3
die Bedingung fdr/u c'z'?uivcz/en% Zur Existens
ines /4L¢7L0mor/>/z/'5mu.f B e Aut (P7) mit B({o, 1 A%)
:{0,4,/44_} st . Fdr m= F st die Auffaje odes Corol-

lars also bereits (n Theorem 2.4. enthalien.

Fur m ¢ {2,4,5} qilt =", da fur diese Richtun 9
die Voraa.c‘scfzunj fn>/2/o +41 in Theorem 2.7,
Uberfldssig ist.

Es verbleibt also nur noch /1:>” in den Fa'llen

n=2 45 zu Zez&en.
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Ser mn=5.

In diesem Fall ist das Geschlechf g =%(F-—4)('u—4)
Von V?\ (undl V/«) j/ez'cln & .

Nach Lemma 2. 4. /'5’+{/'j‘,0/'x‘ ;;c/’)( /53 —dx, io/)(’}

eine Bacis ven ,Q(VA). Eine analoge Basis erhalt
man f'd"r __(2(%)
Die kanonische E{'nbeﬁ'unj von V;\ in /PL'L-‘,’:: P32
iS'f’ jcjeb(.’n durch

V>\3(’f:1)i—>(/j ;;{/4 %_)-(4 xiy:y?) € P>

V>\ wird mit dem Bild der E/née#unj/ also der
Sinju/ar/'h{fenfre/en Kanonischen Kqrve, jdentifitiert

Bezeichnet man die homoyenen Koordinaten auf
(P3 mit (Z, : Z4 . ZZ . Z3) und betracktet doje
Quadrik K ZZZ = Zo Z.Z , So \7//74 -

NOTIZ 2.4 -
(i) Voo ist nicht hyperell:'ﬁ‘/'/sch.
(i) Va ¢ Q.

Cicr) Q st s:'ngu!c'ir.
REWEIS :
zuli): Da Yy € Mer3 (Vy) y:’/v‘ uned das Geschlecht
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von V\ gleich b oist, ist Vo nicht hyperelliptisch.

wu (i) Fur die homoyenen Koordinaten von Vo
31'/1— : Zz' = {72“: ZoZs.

zu (i) 2 Ersichtlich /f'ej% (0:1:0:0) in & .
In diesem Punkt verschwinden aber samtliche
parv‘ie//en A&/C/fanjen des R de;f/m'ereno/en honto -
genen /ljoljnoms F(ZO,Z,,,Zz/ 23):‘— Zz2 -Z,Z,. [

Wejen Notiz 2. 4. /d’ﬂf sich Satz A4.42 *a,*>
[odcr auch Satz 4.42 qa)] auf Vo, anwenden,

und wan erhalt

card (@3 (V?\» =1.

Nach Saty A.7. % gilt:

card (Mer, (Vy) /Aut(P*) = card (G (Va) - [F] (Vy)

Wegen Yy e /"'ler3 ( VA) und card (G; (VA)) =4, bestel
also der Orbitraum Mer, (Vo )/Aut (IP7) aus gena
einem E/ememL/ d.h.:

(15) {BeylBeAut(P)}={cofICeAutP)} (VfeMer,

Sei P2 (bzw. PL) der bzgl- % Wber oo je/ejenc Punk
auf Vi (bzw. \;u) Nach Lemma 2.2. gilt:

(16) {4, ’x',,y} I1st eine Basis von L(—5P£).
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Seien nun V>‘ wnd lﬁa b{ho/omorph é'c;_uiva/em".

Fall 41 Es jiéf eine b:'ho(omorf?he Aéb/'l'a/ung
AiVy = Vo mit A(PR)=P% .

Es ist ‘70/4 ¢ /"/er\3 (VA), Alsa j/'éf es nach (15)
ein E € Aut (P7?) mi# E°y = yoA. Jdies /d'érf
mit (16) auf die Stelle (%) im Bewers Zu Theo-
rem 1.4. Wegen A (POZ,() = P4 st man dann

bereits /—’erﬁj :

Fall 2 : Fur J‘ecle br'ho/omorpke /46[)//o/unj
A:Vo = Vi gelte: A(PE) # P4 .

Eine gsoiche éz'ho/cmor/okc /fbélh/o/ahj A : Vy — %
mit ACPL) + Pl sei fest gewahlt. Man gelangt
dann an die Stelle (%%) im Bewels %u Theorem 2.7
Zu dem fegf \76&/2{/1/‘}6&7 A \71@7" es dann é/'/—/o/omor/oli
Aéb”c/unjfn

A, : V}\ —> VY, :{73 -.-_-9(";—' 1 und

/

Ao
Ac o A" e A/77(PS) = (4,0).

: V/u —> V :,73:%5—4 mit+ (s. (14))

Bexeichnet man mit Brhol (\4“/ V) die Menye aller
biI’IOIOMOf/D/’Ieﬂ Abb{'/o/un\ycn 7[: Z"‘ _—> V;\ , S0 \?//7‘ :

Aut(V,)) = {Ao 07[0/40/~4)7[A€ Bikhol (%/ V;‘)} ,



" st klar.

<" Sei h € Aut (V) Mit f=43"ch oA € Bikol(Vy,V,
gilt h=A,of A", o

Wegen A, (Pu)=Pg und A, (PL)=Po (5. (14)

folgt aber aus Aut(V,)={A,foA;"| fe Bihol (Vu, V
daf3 kein cmZ/jeS h € Aut(V,) den Punkt PSS als

Fl'xpunkf besitzf . Wz"cz/er.s‘/oruch Zu I'C/\/O(Pog/:Poi

Fall 2 [kaun also nicht eintreten. Somit [s#
Coroflar 2. 1. fdr n=85 bewiesen.

Sei hun n= Y%

Nach Lemma 2.1. ¢i) besitzt VA (und somit auch
\7;) das Geschlecht (7: 3. Da xudem /\(/GNerJ(VA‘

35.}‘/'/ 7['0/\7* :

NoTIlZ 2.5. - \/>\ (und somit auch Ka) st n/cfr/‘
hyperel/:):?"/ls*ck |

Der Beweis zu Lemma 2.4 hat eryeéen/ dafd X~
voll wber 0,4, A und oo Verza/e/;?'f_ Selen
Po,Pa, Py und P2 die ij/. X whber 0,4, A und
) yeiejerzc’n Punkte auf Va - Fur den Divisor (:7)
erhalt man :

(ﬁ)=?0+7>4+73?\_.3f)°2,\
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Sei A € {Po,Pzr,P,\}'

___1__ {,e_g;{zf in X einen Pol der Ora/nunj Lf' wnd s
x -G

ansonsten hcfomorph .

._ﬁ__ besitzt in Q einen Pol der Ordnung 3 und |
-

ansonsten holom orpA .

Die dekenfo/ye n Q (st also (1,2, 5). .Aa]fé;run
des Weierstrafs'schen Luckensatzes st also jede:
Q € {P, P, Py}t ein We/‘erf’}ra[.’»——’f’unk"/' vom Ge
wicht (41=4)+(2-2) +(5-3) =2,

(7 besitzt in PO% einen Pol der Orc/nuny 3 und /

ansonsten holowm orph .

X besitz+ in Pcz,\ einen Pol der Orc[nunj 4 und s

ansonsten helom cr[ok .

Die L&'ckenfolje e Poz (st alse ebenfalls (41,2, 5)
und P;ﬁ daher eéenfa//S Cin Wel'ersfra/)’—?unkf’
vom Gewicht 2 .

Nach LGI'nma Z.1. (ii) ‘b;'/o/en dlne J)I.]F;peren‘/'l‘q,form

d')(" dxc C/
wy = —> , W, = nd w, = L}C_
1 ﬂ / 2 /y.g 3 /y"

eine Basis von _Q(Vy\). Eine anaIOje Basis erha
man 7[’(ll’ __Q_(\éu)
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Um J'ec/en Punkt Z éV;\ mit Z ¢ {Po,Ps, Py, Pé}
kann man X als Karfe wdahlen. Fa'rjedef

Z € Vo= 1P, Pu,Pr, P23 hat dann also die
Wroncki—- Determinante W (W4, wy,w;) die Gestalt:

1 4 x
I & 4
R VLAY 1Y ‘
WZ (UA/- zle) = (-{?) (33) (2)%)

e ) I )

NOTIZ 2.6 Fur 7 ¢ V}"‘ {PO,PA,PQ\,"P:;} 3/H’:

’f

Wz (l«),“wzlwz) = i_.

,ﬁ‘f‘ tyg /
74 /
b) (i) (izf_ . =2+ 290 (%)
d y 2 ¢ =
*2/11”«33'*'4{1/{12{// _ 2(7//{/+6{7/2'
,\76; 4lf /
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L"’_—B,’f‘_«.3”i"3,’,l/3’
) () - () - gt
- 3.:41”,:7 +4Z.yi7'

-2(;/ '3__.)(.‘3.21‘ —.3._/
) 57) = 4 g =

6 - g

(4'= 35" -34"x) 4% - (g~ 3x g M4 5%

/

{73

24"-35"%x)4 - k(g-3xy’)y’

3 -

4
"615{//—— 3{7‘?/{7‘*427(_41/2.
M °

Es f0/j+:

4 1 4

173 43 ’73

11y /1Y 4
\A/Z_(‘*)A/wz,ws)z’)(’y' F(’?) ({—1’3) ;i.(

R~

l

X

<%
~

»

;

—
—

[o) - F
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4 A
A A3 4’
"Qf/, -34! 4= 3y’
L% N 4y x4t
24" +64"* 34"y 1247 - (g 3gy"xe12xy"?
{‘/5 {15‘ 'X'/js
4
0 0 7
[ !
4 - 4 A 3%y
= ')('/y /jq, -X‘,ﬂb‘ X',y‘f

~byn' =344 X +12x4"2
A2 703/5 Ky s

:_?%(_6_:‘1_;‘%2 4 4‘7117” __éc’fff//z> _ (‘7” o
45\ x4 xy* Xy’ 47

Sei F(’X'):::/’X'(’X"-—'/I)(X"’%). Wegen \7/-—- %3 \7/'/7‘
4" :(F/) _ YF P o 2 F

by 4576
./ F'
/H
Fg-3¢ (‘“fg) _ F'y* - 3FGF
by " ) ty 7
WEF - 3F'*

46,:17'



~ {44~

Die Weierstaf = Puskte W von Vn mit WEIRPR, 12
Sind also genau die Punkte aaf' VA , deren X- Koordina

cine Nullstelle des komplexen Pelynems
Hix):= 4F"(X)F(x) — 3(F/(xc)® ist.

Es qilt F(x) = X3 (4+A) X Z +AX und welfer :
FIx)=3x2 - 2(A+A) X+ A
Fx)=€Cx = 2U4+A) . Semit gilt :

4E"(X)F(x) =
H6xt—Cla+N) i +Cnxt - 2(+2) P+ 2(44'7\)29(2« 2A(M+A) X
= 2 ¥ 2 (AN (24N +3 U+ AV ) X = 3N (1 + ) X

We iter \9//7‘ ;

3 (F/('%'))Z =
3 (9% 121+ A) X 36 ((AFE(A+A)) K E - AU+A) X +A%) =
2FK =36 (4+2) 03 + (18) +12(A+ NI K 2= 12 M(1+2) % + 3N

Somit \71’('7" :

H(X) = =35+ 4 (140X 3 4+ (62 =% (4+A)2) X Y AU #2) %= 302
3t E (1N X3 2 (2R F A2 X P HEAUF AN X =30

Da es nur auf die Nullstellen ankommt , kann man

dieses 730/\7/7 om 0.8.d.A. als normicrt ansehen . also ;

/

Hx) = ~x% _ #4+Xx? L2080 )t ua (44 N)x + N
) 3 E '
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Jecfe Nullstelle dieses Po/jﬂdms‘ C/C’frhl‘eff vier neae
Wc/cr5‘+ra/3—- Punkte aa,l’ 1/9\, Es j/'/f nun

NOTIZ 2.%.: Giit A€ {~=4,4,2F o besitet

Voo aufler Po, Pi, Pr, PR acht weitere We!'e/’S/‘FQ/Z-
Punkte, die alle vom Gewicht 2 sind.

Gilt N & {—1 %/Z}/ so besitzt V) aufer

P, 774,7’7\,7’2; Sechrehn weitere Wc/er:%ra/l--?unk?‘e
die alle vom Gewicht 1 Ssind.

BEWE(IS - Substituiert man x = % _,_' (”"‘?\)/
' 3
So \7/'/}3
rx-z - ZZ-I' 2(-4;'7\)’1; + (4..;.7\)?‘ ,
9
3 3 2 ez (1)’
X = 2 4+ (A4+N)%° + 3 + 5 und

x4 = gt a2 | gueNZ | s NZ (et

3 3 2% T 31
Efjil% dann alse : [ (2):=H(Xx) =

+ PRy 3
2% 4 &143—%).13 AU o2, $UEN 7 (,,;qu _
1

- %&(234-(44-7\)224_ M-%%)zz + (4-\5;\)3> +

2
4 2 (AN f>\+1)(zz+ z(4+7\)z+(4+7\)2) -
3 3 9

4(4;?&7\ (Z N (4_29\)) L2 =
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| 2 3
b (4+N) 3 2(4+N% 2 4 (1+])
e Tt dh S St

(A+N" _ U+N 3 _ b U+N 2 hige)?
T g 3 3 ¢ T g%

NTIERY 2,
- 4(4;{7\) 4 2 (2" ;%+2)22+ 4(4+M(27\3 +%+2)Z_*

4 2NN +2)U+N? _ HAENA y _ b (4+2) 0 492
27 3 g |

o 2
" +(2(2>\Z+>\+2%~— 2(1+N) )ZZ +

+(42 (4+ N (2 N+ A +2) -3¢ (4+>\)/\~8(4-+>\)3) v+
27

4+ 2FN - 12U+ AN + 202X + 2+ 2)U+N - ()t
27 -

7% 4 (zm : +4))22+

(4(4,»7\)(3 (227 +n+2) -9 - z(4+z>\+x2))>z+
27

+ 2B ~(4+>\)1(4z>\—l$?\z~z>\—4+4 + 220 +2%) _
2 —

2% (2(% ;""4))2 N

(4(44—?\)(6?\ t3XN46 —FA -2 -y - 2'}\2))2
77 +



T

ame
—

N (2'})@ - A+ (=322 + 422 -3))
27

2% (2(7\237\+ 4))Z2 + (4(4+?\)(‘!-27:;'~ 40}‘ "'L")>Z +

L 2227+ 34+ N (N - 4a+1)
_ Z7 B

ZL}- + (1(7\7’.—3}\4- 4))27'1_ (46 (4+7\)(22\}— %)('A-‘Z))Z +

3N ()RR = k1)
g

Wejcn 3'/\2"' (4“‘?\)1(7\1- YA +1) =
T M 2N 3N aan A = (et q) 2

7t . (2()(’*.37\+4)>22- . (46(4'?7\)(');\2;%)(7\—2))2 +

(>\2f9\ +/1)2_ 1
+ 3 .
Aus der Alf/cbra 15+ bekannt, D/aﬁ fer die Diskri—
minante D/s (h(x)) 61'/?65' (/com/o/exc’n) Po/\ynoms
hix) = )(“’“+Io7(z+gx+f g1t

Dis (h(x))= ‘15,€)q’/’~‘/‘{’3$2~ 428/921'24- 4‘/-‘1-}7117’-— Z?QQ}- 25643

Im Falle des T‘)oiynom_s‘ L(Z] = H('X-) \7//7‘

P,zc#—z4q)
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g = 46(./1-»‘—7\)(2\7_‘ 2 xA-2) und

Z
;- (X‘,xg-w) . Somit gilt:

Dis (L(z) =

» (MW-AM)é) _
é
3

—4(.8(%2"“ 03« 250 4+ (A-4) 2 (h— 2)2_) _
9
3

.2 FA
- 428’(’*(7‘;67‘*4) ) +

+444(u>f~>\+/03 © 256 (4+ N (A~ %)2(%—2)1) ;

33

_ (/16 (,1+‘>\)LP('7\*%')1*(7\—2)4) +
39

+256 ((ﬂ \ 4)")
3€ .

Um die Werfe zu ermitteln fur welche Dis (L(%))

Verschwindet 7enéc’\71" es, die Nullstellen des f"{ie’
den /l’o(jmoms f’(?\) 2u Gestimmen -

FIN) =

3528 (N en)t - 25(’>\"-,\+4)3(4+>\)2’(7\—%)‘(9\-2)
S 2 (N A C 370500 a3+ ) (A1) (A=)
- 22N - (-2 + 2 (a4 ) ©
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[33-28 -3 2% 33~28=0]
( 2SR -ar 04352 Ax - 254+ A (A-1) (- 2))
- (1N A-2) (A=)t =

2 (( A% 2830 AN ) - (e ant RN SO 1+ 1)),

A+ (A- ) (A= 2" =

25 L%G«zx5»+3>\"— oS eanto andi N+ A= 3 +
£ 3% = 00+ 1 = (W= At 2R 2R e A a0 g ) (X %4—'19]

c (44NN (A-2)° =

2 [% INFEN-FR 460 -3n+ 1~ (e P 3NG4 q)(x’-mw)]-

- (AN (A-L) (A-2)" =

28 [A"— 30 + 6N FN N304 - (K 405- 3020 e 492
ST AT 30 - A A AR 483 g n 1) ] -

« (4N (A5 (N-2)° =

A T Y T I (VLN AN DU

2N )] (e A1) (A-2)F =



2764 (M= 207 +a2)(1+N*(A-2)?(2-2)" =
2764 AT - 1A+ D=2 ) (A -2)7 .

Alse beSH’Z'/' L(Z) = H(’X) dann und nur dann eine
mehrfache Nullstelle , wenn 3{/4— cAel-10, %/4/ 2}

Da bereits nach VOraussr:'iZung N\ & fO/ 1§ 71'/+/

interessiert hier nur der Fall A\ € {-1, 42-, 2}

Setzt man A= -1 [n das normierte Polynom H(x)

ein , so erhdlt man
HOX) = b w2x 244 = (x = 0)5(x +i)>.

Setzt man 9\:% in das noermierte ?olynom H(x)

t’l'ﬂ, so erhdlt man :

_ L 2
Hix) = v% 23 2 _ 4 ] A=
)=xt-axteaxtoxa g = (x- 43 (x = ).

Setzt man A =2 {n das normierte /Polynam H (%)
ein, so erhilt man :

HiX)= X% lig348x2-8x +4 = (x-(+i) (= 11-i )*

Gilt also )\ € {-—4, /’;,, 2.}/ so besitst Vp\ auﬂer
/Po,?,:, 'PA,'P:; noch acht weitfere We/erﬂl‘l‘a,B -
Punkte vom Gewicht 2. da X eine 4 — b/a"ﬂ‘fﬁye ‘.‘.bfff'
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lagerung von P st und die Nullstellen voan H(x)
jewei/g von Zueffacécr Oro/nunj Siho/,

A

Im Fall )\ ¢ {-1, 7, 2} besitet H(X) vier ein fache
Nullstellen. Somit besitxt Vo in diecem Fall awfer
T, P, T’)\,'Po’é\ noch Sechzehn weitere W:/'crffrqﬁ-’
Punkte | die das Gewicht 1 besitxen.

Damit ist Notix 2.7. bewiesen. 4

Es werden nun drei Falle vnterschieden .

Fall 4 : (XAd{-1,%
oder (N e{-1,%,

I

} Und/“ 6{_4/:21{2})

2} und u ¢1-4,%,2}).

Nach Notix 2.%. konnen daun Vo und &u nicht
loi/wolomor/oh &'?ua'Va/en+ Sein, da b:’ho/ownor,ohe Abbi (-

Olungen Weierstrafs - Punkte vom Gewicht w wieder
in solche Punkte (Iéerfdhren.

Fall 2: N\ € {~4,%,2} und/a € {—4, %/ 2f.

Dann giit berei/'s/u € IAA/A A=A, A=), (A-1)/A A /(A
und es st nichts mehr zu 261\’7611.

Fall 3: ¢ i-4,%, 2} unc//“ ¢ {-1 '/31.' 2%

Se: f: VA —_ \;u (;}’holomor/olﬂ- Da /’ WEI'E‘F.S?LI‘Q/S-—
Punkte vom Gewicht w wieder auf solche Punkte
abbildet, fo/ﬁf auf Grund von Notiz 2.7 :
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F(iP, P, Pa, PAD) = 1B, P Pu, PAT

Es jih‘ 'x‘(f (Pi,)) €f0,4,/u,oé>}. Man kann ctets
einen Au+omcrf>hi:mus C éAu*f‘“PA) ffnclen mit
C('X'(f(Pofi))) = ot ynd C({Ol/t,/-«/oo}):: {O,/!//u/oo}

1) Ist X (F(PR))=0, 5o kann man C(z)= A wdkler

v —
Z—- 1

¥
/“‘ wahle

2 -

A

2.) Ist ’)((f(f’,i ) =1 so kana man C(z) =

wahle

Y

3) ‘S?" 'X’(F(P;ZD :/*(,SO kann man C(Z)::‘

N

4.) st x (F(PD2) =00, So Wihle man C=id .

Nach Lemma 2.2. I'S‘zl’ {4,’)(',7} €ine {BQSI'S von

L (- é‘P;\;), Da f 61'ho/omorloln (st, 700/3'/'

Co ‘X’of e L (- q.'POZ\) . Es j(é} also kompl(’?('ﬁ
Zahlen x,/&,&/‘ mit

CoxXef = ot +pB%x + )y

Weqen yy(P2) =o0 und yy(Z)=0 fir ZeiP,P,,Ph
-fol\c]f nun wunmiffelbar :

B(z): = L+ 3% ist eln [P- Au/'omor/D/;/l‘mq_c m it
B (c0) = 0o und ,'B({O/zl,?\}):{(?,/f,/u},d.h.:
M€ INAIN A=A AL A=R), (A= 1/ X, N/ (A=1)]

Damit (st Corollar 2. 1. auch f’dr m=Ul4 bewiesen.
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Der verbleibende Fall m =2 SCHlfeﬁ“ch ,d.h. die
Riemannschen Flachen V)\ und V/u Sind T_ori/ N a
bereit+s mit Satz 1.2. crleo/;'j‘f worden .

Damit (st Corollar 2.4. vollstandiqg bewiesen.

Es wird nun dbefpriif+, ob Theorem 2.2. in den
Fallen (p,m) =(3,2), (pn)=(3,4%) wnd (p,n)=(3,¢
noch 3&'#/\7 bleibt.

Im Fall (F/”) =(3,2) (st Vy ein Torus . 7eder Torug
besitat eine unendliche ALL‘/‘OMOrI‘ahI'Smend“a/J/Oe. Alsc
3{/{- die AuS’faje Von Theorem 2.2. |n diesem Fall
far keine e/nzfje Riemannsche Fliche V, .

Im Fall (Fl’”) = (3/ y ) 9(”".

SATZ 2.1.: [s Kuriba)’aSHi A./Yoshida K . [4:]/
Theorem 2 ,5.2%7] .

Die Riemannsche Fldche Vs ser 3lec'clqunjsde7ffm'er7"
durch  Vy @ #%=x(xc-D(x=2) (A ¢ {0,1})

() Fir Xe{-4,2,3} gilt: ord (Aut (W) = 9¢.
(i) Fur X e {1+ V3il/z , (4= V3i)/ 2% 3:’/% :

ord ( Aut (VA» = 48
(iii) Fur alje \S‘Onsh;c]@n A jf'l'} : ord (4ut (V?\)) =16,

Aus Satz 2.1. fo/j?” bereits die erste Aus;czje von
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COROQLLAR 2.2.:
(i) Im Fall (p,n) = (3,%) wird die Aussage von

Theorem 2.2. f(:irjeo(e Riemannsche Fldche
Vs, :/j“-: x (x=4)(x=A) falsch.

(“) ]m Fa” (F"n) = (3/5‘) b[e‘».,’:_t_ J - ’ q
Theorem 2.2. fdr jede Riemannsche Flach

Vai 47 = X (x= AKX =N) giltg.

BEWEIS -

2uli): Fdr die Q/)eckfranf'forma+(bn55rct,0/36 K v
VA szl. ')(‘:V)\——élP4 91'/7‘ cord (K) =%, Fur
GI'U.FPG L_:-YBEAU,*(C)/B({O//I/%}):{0/4/ 2}
3(/4— ersichtlich ord (L) =¢§ .

Warde Theorem 2.2. jc}'/hj lsle/éen/ so muf3te
ord (Aut (V) = 24 gelten, was nach Satz 2.4
nicht méjh’ck ist.

Zu (l'i):wejen (45 und (6) von 5',_134- Kann man wie im

Bewers %y Theorem 2.1. aryamenfz'eren.

Fall 4 : Fdr Jede éibo/0mor/>he A6bildung ,4;[/)._;
gelte A (PS)=P2 .

Dann bleibt \Bemerkunj L. 1. jd'/f/y , und derBewe
Zu Theorem 2 7 /é[/ﬂ?“ stch wértlich (Iéerfraj

Fall2 - Fg jebe Cinc br'ho/omor/)/)e Aéél'./(:/anj
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Ay —> Vo mit APR) £+ P2

Man je/ansz dann an die Stelle (% %) des Beweises
Zu Tl')eorem 2.1. uﬂc{ f(nde‘l‘ bl'hO/OVMOI'PIGQ,A\t;bl‘idunjen

AO:V;\—-—> VO:.4J3-_-_')C5——/I und

Al Vo = Vo AP=x® =4 mit [s. (44)]

Ay o a0 AT (PL) = (4, 2

2 /.-
NQCLI LErnma 2.1. I.S‘l' O/X- d')( ’X'd)( .X‘C{’X}

lg / /gz. /yz
eine Basis von Q(Vo).

\Dl'e kanonische E/n[o@‘H‘ung von VO In IPLF‘4=IP3
(st geqeben durch

Va(ry)r—-é(ﬂ ) (4{79(" z)élpg.

7 /‘J
"Bcke{chnef- man die /ﬂOMOj@nen Koordinaten auf P3
mit (Zo :Z4 :Z‘Z . Zg) und betrachtet clie
Quadrik @Q : Zi‘ = 2023 , Jo erhalt man

NOTIZ 2.8

(i) V, ist nicht hy/oere/lf/o{'l.scb )
(i) Vo ¢ QL.

(i) & st Singular.

BEWEIS © Zu(i): Das Geschlecht von V, ist j/et'ch
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L+ und es jl'H X € Mer, (V,). Alse (st Vo nicht
hyPere I(:’,nLis ch.

wu Cii) : Fur die hOWlojenen Koordinaten von V,
git: Z5 = xt=2,Z,.

2w (ili): Wurde bereits in Notiz 2. % (i:’;')j@ke/\'ﬂ‘. =

Auf Grund von Notiz 2.8. a3t sich Satxz 1.42%a*)
anwenden , d. h.: card (@ﬁ(vo)):: 4. Also s+ |
“nach Notiz 4.44. V, b/'/;o/omor/a/; a"?u/Va/en-]L
Yu einer Riemannschen Flache vom 7':7/0 (T).

Sei K die @ec/<+ram§formaf/bnSjra/D/De von V,
bxgl. x: Vo —>P" . Es gilt ord (K) = 3.

2w
Weiter se/ =e¢% und

L={8eAut PV B({a",..., 2% w])=1=". 251},

Wejen m>3 Id’ﬂv‘ sich Notiy 2.3. anwenden, und

man erhalt : B(oo) = oo 7['(,}’/— alle Bel. Mithin
gilt: ord (L)=5. ‘

Somit \7('/7‘ nach Corollar 4. 4. :
ord (Aut(V,)) = ord (K). ord (L) = 3.5 = 4C .

Dann sind aber Sa&mtliche Au'fomor/ak/kmem aus

Aut (V) bereits jeyeécn Adurch :
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Vo 3 (%, 4) +—> (ae?ﬁx,vk,j)é V, mit n<=e

/

0 5\/ <% und 0 £k £2. Diese /fa%omor/ak,‘gmfn
besitzen aber alle PSS als Fixpunkt. Dies /st
1sT ein Widersprach 2u A oA~ 0 A/77(PS)=(1,0) ||
Fall 2 kann also nicht cintreten. Damit [t
Corollar 2.2, bewiesen. ™3

Auch in Teil 2 hat sich die e/'njanjy jed’aﬂerfe
Yf’rm“h‘"\? 6637‘&'*1\'?7"/ daf3 sich die biholon orphen
Aquivalenzklassen der betreffenden kompakten
Riemannschen Fldchen vollstand, g durch de

Punkte beschreiben lassen , Uber denen die

kanonische //ncromor/J/;e ’Pro\/'e/d;/'on x Veer«/e/\'?f.
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TEIL 3

In diesem absChI:'efienden Teil werden kcmpald'e
Riemannsche Fldchen V, die j/e:'ci»an\c]sc/ef/n/erf Sind
durch

Vg™ = (x—a)ee (-,

auf bl'ho/omor/?/:e /;(‘?ul'VQlenz untersucht. Daber

Selen ..., %, paarweise verschiedene komplexe

Zahlen. Es zeigt sich jedoch, dafl man die Be- ’
+rach+un56n fuar den allgemeineren Fall sinquleri-
‘f'c'i‘f'enfre(e/' Hyfyerf/c'ic/;en V ¢ P77 .= IP’r"”'((C) |
vom Grad m durchfdhren kann , wobei V 3Iei—
Chunjsc/e,fim'erf (st durch

ViXre, = F(Xo, ., X )
mit einem "?OmOjCI’leh ”Polgnom F vom Grad = .

Das Zentrale Resultat leutet -

THEOREM 3.4.: Seien V, W < P S‘l'njulari-- Ei
tatenfreic Hyperflichen vom Grad m , die glel - !
chumg.rdef{m'erf sind durch i

VX = F %), WiXD,, =GO, X,)

mit howmgenen ’Poljnomen F/ G vom Grad m .,
Sei weiter (m,r) #+ (l/-,. 2). Dann \?t'/f :
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V und W sind genau dann biholomorph dguivalent,
wenn &S €inén Au+0morph(3'mu5 zBGAuf(PT) \716'/‘
mit B({F=0}) ={G=0} .

BEMERKUNG : Es (st im Fall (fnlfr) = (4, Z)/ d. h.
)C(:c'r' sl'nﬂular;'fdfenfre(e Quartiken Q C [P3’_ nfch'f'
bekannt , ob Theorem 3.4. gdltig ble/bt. 3

In Theorem 3.4, ist die folgenc/e Aus:aje wbher
komPal<+€ Riemannsche Flachen enthalten.

THEOREM 3.4.*: Sel'fn V,W kOmIoak'f'e Rl'emarm-—

Sche Flachen, die 3/ez'chunjsde~f1'n('er7‘ sind durch
Vj/j = (X-w,): -'"('X-—'o(,n) und
Wi,jm—:-(’)(-—ﬂ,,)"“' (x - Ra.),

wobel o, , ... o

(bzuw. /34/_-.,ﬂm) f)aqrwe/'&e
Verschiedene komplexe Zahlen seien. Dann ji/‘f:

M

V wund W sind genau dann biholomorph cé'c’zut'Valenf‘,
Wenn es einen /]u'fomor/:hismus B e Aut (IP*) jféf

mit B({wx,, ., 6 ,3) = {/3,,,_../' /J’,n} —J
Als Trivialitat sei erwdhnt -

NOTIZ 3.14.: |sf+ V de'f/'n/'erf wie (n Theorem 3.1,
so ist auch {F=0} eine S/nju/arl'fdfenfre/'e Varie-

tat. o
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Bevor Theorem 3.1. bewiesen WI'FO(, werden die
wesentlichsten Beweishilfsmittel bereii"ges-feﬂ-!—

und en'n:je '41‘[FS§6+ZC bewiesen.

Zuvor J'edoc,h werden eim’ge Konventionen einje_-—v

Fihrt.

KONVENTION :

(i) Eine Fl'ojek'['/ve Transformavh'on f'g Aut (!P'r-f"')
wird hdufiq in Matrizenschre/bwerse (a,'j)
darjc’SvLC/H'.‘ Dafd essich hierbei in Wirklichke/t
um Elemente der prcjek+:'v—/z'nearen Gruppe
PGL (r+2, @) handelt, wird zu keinen MiB—

verstandnissen -fd'/: ren.

(i) Seien V.Ww Varietatea in P, Ist dann
f: V—>w bz’/vo/omcr/:/—z und die Restriktion einer
Projek%/ven Transformation, So mo':?e £ ein

Pro\/'ekh'v — linearer lsomorp/v/.s*mus he/'ﬁen.

Ciii) Sei (a,'j) € PaGL(7+2, C) und 7C die hier -
durch definierte projektive Transformation .
Fir jedes (x :-:x%., ) e P wird f(x:-x,, )
stets mit
Qpp ~+- - @

O, r+4 %o

bexeichnet .

a,r_f.llo ..... Qf‘*"/'r*‘ x,r*_4
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(iv) Aus Grinden der besseren Unterscheidbarkeit
werden in den foljenden ﬂefrach'funjcn je/eyen*f—
lich gleiche Raume unterschieellich bezeichnet.
Die nun fol’jcnden 362ezéhnqnjen blelben im
335am‘f’en Teil 3 gultig.

T+4 S IPr_P/I . IPT-PA

Es je/f'e P,

T4 A

$1e homoyenen KOOI'C/ma'/'eh auf fP Wel’c‘/t’fﬁ mif

(Xg/.'---: 4_{,4) die auf /P’H'/l mit

(Xo/ D 1,+4) bekeichnet.

H < I.Pn--f'd cei die Hy,:erebenc {X,,—_,c.,, }/
H'e P"" sei die Hyperebene {X' =0} und
H ¢ fPZ’r"'A sei die Hyperebene {X':r_M:O}.

Schlie3lich 3@[7‘—6 fur P, < pTF] ) PO:,GIP:_""’

i 4 .
und Poi; ¢ ;+ die Vere[nbarcmj:
Iz I
Po:=P,i=Py:=(0:-:0:1)

Der Bceweis von Theorem 3.4. basiert nun gank
entscheidencl auf fo/\?enc/em Sats .

SATZ 3.4.: [s. Namba M. [11; S.332]
VW ¢ P7*" seien singularitatenfreie Hyper -

flachen vom Grad m , die y/e/t'/runjsc/ef/hferf Sind
durch

V: X:-i-ri = F(Xo./"’/)(,r) r W X:—(-A = G(X.o,--‘,-X,,J
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mit homogenen Polynomen F, G vom Grad =.

Giit dann
(i) mn=24%, fals 7=1 oder
(i) m=23, falls 7=2 wund (m,7) % (4,2),

So I'S'/' J'eo/e bl'/:o/omOr,Ohe Abb:’/olung 7[5 V— W
die Restriktion einer Ei'ncleu‘/'fg bestimmten PI'O‘/'e/c‘--
‘/’I'Ven Transformaf‘l'on B € /Iu'f‘ (/Pfr*d), (|

BEMERKUNG : Im Fali (if) findet man fur V=W
€inen Bewers der Existenzaussage in [ Matsumura H./
Monsky P. [1]; Theorem 2,S.352). Die Eindew- |
')"/:c;kei?"Saus;mje folgt wunmittelbar aus Satz 4.40. &3

fDic Aaggaje Von J'af'z 3,/], kann man I'm‘ FQ” (;),
d.h., die Hyperfiachen V, W sind Riemannsche

Flachen, wie /o/jw‘ cinsehen .

Fall 41 : m=4

V und W sind dann also nfch‘/'-Sl'nju/ci're ebene

Kurven vom Grad &. \Dehomogen/s:'eren des V t
C/efl'n{'crendé‘n l’]oW’)Oj@hCi’) /f’ofynomf H(Xo, X,,,XZ):—'&
X“g-l:__ F(Xo/x,,) nach?‘X,, /,'eferf das Polynom !
K (Xo,Xz) = X§ = F(Xo,4). Aus der Singulari~
tatenfreiheit von V fo/j% unmiftelbar , daf3 fur
KXo, X,) nur die beiden folgenden Fdlle eintreten

i




"
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y

Kénnen F’

(1) KXo, X,) =X T = (Xo ) (Xo=at, ) (X =)

mit paarwetse verschiedenen /(Omp/exen Zahlen x, x, o,

oder
(2) K (Xo,X5) = X5 = (Xek, )X o, ) Xom a3 ) (X, ¢ )

mit Paarwel'sc verschiedenen kom/alexen Zahlen

L
0(4/0(1/“3/0((_{_, ‘;%gu

Fur das Geschlecht g Ciner S/hj&/ftl'/%d’kﬂfr(?/&‘/fl
b

a/jeéra/'\scéen Kurve C < /Pz', die durch erin [rre -
duaZibles Polyrmm vom Orad = o/e/[n/'er'f wird ,
\7/'/14 - [s. Keno/z;c,/ K. [’l]/- Theorem A0.1. , 5, 98] :

\? = %(44-——4)(-7)—2.} .

Also besitzt V dac Geschlecht \7-’—’3.

Trifft auf V der Fall (1) Xu, so \7//# nach Notix |
2,5,/ CJQ/3 V n(ﬁh?" hyFere”"P‘{-’J'C/’l I:S’?L. :‘r

Au{ V +reffe nun der Fall (2) %u.

XV —=>P" (st eine ‘f—(o/a"ﬁ“r/\'?c d'ber/ayerunj,ano/

U ber J'ec/em o(j (J'(-‘/Nq_) /Iﬁej# 6:’(’(7/.’)(' Jenau ein

Pun kt /?J' auf der Riemannschen Flache /. Diese
vier Punkfte Ay Ay besitzen J'cwe/'/s die Ver -

71«/61;7(4"\750/‘0{/7&/13 3. Fur die Gesam7‘ver2wez\'7anjs~
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ordnung b von X j//:‘ nach der Formel von Riemann-

Hurwityz :
3:3:%_{1‘_.{.4( d.h. b=42 .

Also verzwc(j?‘ X nicht dber oo . Biidet man
mittels eines [P — Au?“Omor/o/u'J'ma: einen der
Punkte o auf o ab, so /st dann V A/ho/omor/o/:
agulva/enf‘ Zu einer R/emanmcéen Flache

V,, : fy =(x —JC,)(?C’()Q)(’X"J/}) it Paarwez'&e
verschiedenen kc_omf)/exen Zahlen %,Xz/& CJosbe—
sondere (st gdaun also V nicht hylbc’re/h)of/'fcln,

V und W sind also nfchf’—-/qy/aere//[/o%/&che
k0mloa/</’e Riemannsche Flachen vom Gescllecht
g = 3. Fdr diese Klasse Riemannscher Flachen
(st aber die /—)umaje von Safzx 3.4. bererts
durch Satz A 44. Lewyiesen worden .

BEMERKUNG - Der Bewers im Fall n=4% 1w;rd
+ri\(l'a/, wenn man folgendec Reseltat (und Safz
A A1) % Hilfe zieht.

SATZ : [s. Hartshorne R.[1]; Example $.5.¢, S. 34%]
Die nfch7‘—51'nju'/d'ren ebenen Kurven C ¢ P> |
Vom Grad Y% sind genau die n/'c/nL—Aypere///'/af/kclle"
Kurven Vom Geschlecht 3‘—’3. | |
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Fall 2: m > 4.

Dann sind V und W m'chf—angulc'z're ebene Kurven
vom Grad m>Y%. Fir solche Kurven j//f nun

SATZ 3.2 .- [s. Namba M. EZ.]; Theorem 5.1.5. (2)/5‘.2255]
Sei C < P? eipe Si'ngu/ari%d'fenfrel'e Kurve vom
Grad n> 4. Dann 3;'/% :

card (Ga (D=4 und FE(C)=g. o
Satz 3, 2. /fefer‘f': card (67,27. (V))‘-' card(GZ (W) =1.

Sei nun 7[': V—=>w bf/')o/anor})/n. Da 7C die Orc/nunj
A besitxt wnd grad W =m 3//-/-, fo/jf :

f € Hol,, (V/ /PZ)M . Nach Satz 1.7 gilt :
Holye (V, P2 /Aut (IP?) = G2 (V)=F2 (V).
Wegen card ( G, (V) =4 und F2(V)=¢
besteht also der Orbitrawm Holy, (Y, P?), /Aut(PY
aus genau eilnem Element. Nun kann man wértlich
im BeweiS Xu Catx A.14. forffaél'fn und erhalt,
a/aﬂ f die Restriktion einer e/'nc/eu'f/j bestimmiten
lpro‘/'ekh'ven Trans formation Be Aut (P*) /st O3

Far den Beweis von Theorem 3.4. werden noch

0/1'8 bEI'Clc’n fO/jenc/é’H Lé’mma%a beno"/'/jf

LEMMA 3.4.: Sei Ve P cine n:’C‘hf—S/hju/d}*e
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Hy,oerflci'che vom Grad m und g/ez'c/mny_ra’c]f/'n/er'/
durch

V: X:—f-/i = FlXopy Xr)

mit einem homogenen ?olgnom F vom Grad =.

T4+ 1

Sei weiter € P 3 (X X ) (XLt X! Je P

T+H+4
ein pro\/'ek/'/o/—//'nearer IJOrnoth/smuS‘ mit
T(R,)=(0:--:0:5:4) fir ein s€ € und 7 (H)=H’
Dann (st T(V) jleichungsdef{m'er‘f‘ durch
TV X D= FIOXG, X X - X, )

rm"f‘ Clnem homogenen ’Polf/nom F’ vom Girad n .

BEWEIS

Es gqelte 7 = : =: A
a4’+4,o" "a'¢+4,'f+4

Wegen (t'(Pob> :(O:"':O:S:,’) f013+:(ao 4’+4:-“:a¢+41~+4
=(0:---:0:5:1) und comt

orea =4, =0 und 0.B.d A
Ar rsqd =S, Quuypoq =1, Weiter gilt:
’Z(O:---ZO:d:o;-..;o) EHI,

J-"feS+eHe

(Oéjé'r}



€ Y-

AI.SO jl(]“ (aaj:qu:"':a4-+,,,J-)€HI ’C(:(,I' O£J‘é7-'/d/)'
arr+4,o =”"=0-,,—+,,,,, =0. Mithin hat A die fOIje”Je
Gestalt :

/. Ay 0
Az : 5 | € PGLlr+2, ).

affc‘ - a-,r:f S

0 ..o

Es ist nun (Xol Dl Xir+4) € t(v) gleichbedeutend

mit

/. .o/
(Xc' xf—&,a) =

(a0, Xyt ba, X i |
%0 "o or x-'r 'Q,,—__,,IOXO"' +ad‘—-4,fx,r: [4’

fﬁir ein (Xo: XT+4) e V. Marn erhglt -

e e e LR AT

/ /
Xy - SKet, = Ao X, + -+ A, Xr . Also \71'14:

(Xorooe o X, )= BT (XG - o X Xl =X’ ).

T—4 T+4
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Damit erhdlt man schliepl/ch :

X/m = sz = F<>B—J1(X; :”':><I ><T ‘SX€¢W>‘

T+ 4 T+ 41

/ - ) . -

F'2 FeB™" (st aber wegen der Linearitat von
-1 . .

3 Wiederum efn homOjenes ’Polﬂnom Vom Girad m.

Damit (st Lemma 3.4. bewiesen. 3 .

LEMMA 3.2.: Sei V ¢ P™7" erne nicht - Smﬂulare'
Hyperflache vom Grad m und 3letchungsdef{n(er{' E’
durch ]

VXD = F O, %)

mit einem homogenen ’Pofjnow. F vom Grad =

/

Weiter sei T:[P" (XX, )= (X, X,M)G.IBTM
ein prOJekhv— linearer (Somorf»hnsmu.-? mit
T(P,)=(s:0:---:0: 1: t) Fir Jewisse s, t € €
und <T(H) = {X = 0}. Dann (st (V) glei -
chungsdefiniert durch

, /m‘_ / /~ / /
TV X EF XX X, X X —sx ) F
mit €inem homogenen 'POiyhom £/ vom Girad m. ‘

BEWEIS -

Es j@/?‘e T = =: A
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W23en T(Py)=(s:0:---:0:1:4) folj{' :
(ao,r+43"':a¢+4,¢+4) = (520 --.:0:14:4) d. k.
een T =0 und 0.B.d.A.
0,744 =%t ey, = 1, Q'r+1,/r+4 =t.

Die Voraussetzung T (H) = {Xfr =0} [refert nun :

} . ,

. . . — ; P4 £
(qu'QAJ.""Q'T+4'j) € {X’T’O} fur 0 =]<7,
d.h. @, ., =---=a__=0. A het also die Gesta

Qo =777 Lor S

Qyg =7 ==+ - A, r 0
A=\ Sl e PGL(r+2, @©).

a.-r-»t,o - . -'Q.f..414‘0

O-........0 1

a'rm,o T T Qg t

Inshesonders jr'H- dann :

/’-QOO""""aor

Qo - - . . a,4r

B:= ¢ PaL(r+4, C).
T-4,0 ‘14,’4’4.
Q"-*Alo """" "arﬂ*r
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(QOOXOGI_‘-——FaO//’X’T +SX,1'+4 :QAOXO+--.+Q4TXT:...‘

L] . . . S . + .
'a'fﬂ 0 X0+ +a""'4,f X'r . X»r-f—»l ’ Q«'-M,O Xo * +Q4'+4,TX4’ fXﬂ_)
fur ein (X, o7 X,r+4) e V.

Es 3”1" dann :

/ / _ — .
SXef —-XO - ~_'aOo><O aO'TX‘r /
! / — — e e —
fx"' - X’f-f'/i - dfr+4,o ><O a¢+4,fxf ’
Alse qilt © (Xy:---:X_) =

B~4($X;‘ _‘X(I)/X;/ "'/X'/T-“t/.éx;' - X:'-le)'
Daraus fofj‘{'j

X7 = X7, = Fo ™ sX0-XL X, Xt X X0, )

Da 8—4 linear 1'57"/ L'sf Fli':-' F°B—4 b

€in homo—l
3€n8$ ’POIyHom vom Grad ;. Damit (st Lemma
3.2. bewicsen. 3

BEWEIS (von Theorem 3.4.) -
”<=-/{:
Wo Qo.r
Sei B = . e Aut ([PT) ”""TL :

Aro -------Qpp
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B{F=0})={G=0}.

oo " Aoy

Sei B:= : o " Dann 5iH‘ BléAU.'I'(er’r%{)'
Qpg ~ "= Ayr O :
O - ... o 4

Sei f:z Bl’v . £ ist trivialerwerse injekf'fv.

dei nun (Xéi-"ZXfr_,.,,]éW. Dann 5(Ht
Xop, = GIX,, X)),

Fall 4 GOX],., X\)=0= X}, .
ESgl'b‘f“ dann ein (XO3"-1X,,,) € {F'—"—O} mit

BXg i i X ) = (XS0 XA ). Es gitt
(Xo""'l'x'r.‘ O) eV und man erhalt :
f(Xov:---:X,T;o)=(x;:--—:xg:><;+4).

Fali 2 - G(X,,. X.)#0.

/

Wegen Xd._,_,4 * 0 31’/1‘ dann

(X;:_.,:X;_+4):(X'O:—-.,X,Ir "1>
Xf-M '

- ]
X/l"f'd

Nach Vorauscetzung gibt es ein (Xo-'"‘:xfr)éﬂ:#o}
m:"l"

B(Kg i 1X,) = (Xhro XE) :(X° Lo X ..4>

I »
Xor+1 X/
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1

Weiter gilt : m\/F(Xo,-.,, X.) #0 und

()(0:.--:)(/r :q\‘/F(XOI...,X,,,),> =
Ko

X
- T L T r 1:/, =:Q V.
\/rm,...,x,,) IF(X,,. %)

Es folgt . £ (Q)= (251__ X ;4>=(»<;:---:x;:x,§”)

/
41 4+ 14

Es gilt also fF(V) =W . Also (st f:V—=>W b:"/'elm‘{v
Aus Satz 4.9 f’o/j’f nun , daf3 f b/ho/omor/o/» ist.

Damit st ,<=" bewiesen.

’

124

-V und W §seien br'ho/omor[alq éﬁ?uivczlen‘{'.

" =>

Eg jel'{'e 2“”&Cl’)$+ ‘ M = 4 unc'/ 4”6'”\] b@“eb(’g .

Dann st die Aussage von Theorem 3.4. trivial,

da in diesem Fall {F=0} und {G=0} Hyper—
ebenen in P" s/nd. je Zwel Hyperebenen H“/-/zC/PT
sind aber stets ProjekHv d'?ufvalenf,

| Es jeh‘e nun: m=2 wund TEIN beliebiq.

Dann sind ZS.F':O} und '[G':O} Sl'n\c]ularf‘f'ci'*fcnfret'e
Quadriken ia PT, Nach dem Satz dber die
kOm{a/ex- PrOJ'ek+,'Ve Ha uF‘I'ac/:s entransformation
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1)
gibt es zu jea’er Quadrik & < P7 eine pro-

jek+iv d'?uz'Va/en‘fe Quadrik Qi mit
&:; = {(Xo:....:)(d_) € [‘PTIX§ .++Xi =O}
-fc'ér ein m mt © £m <.

Ersichtlich (st Qo nur im Fall + = m Singularita-
tenfrei . Da {F=0} und {G=03 ebenfalls nicht-
Singular sind und die 5z'n\7u/ar/'fd'fenfre/'kel'f‘ von

Quadriken eine Invariante unter /)rojek'fiv-—linearen
|semorphismen ist, fo/‘?'f', daB {F=0} vad {G =0}
projekh'v c}?uz'VQ/enf' tu QT sind. Mithin Sind sie
selber Fro\/'ekﬁv c'z'zizu[valenf.

Als letzter Spexia Ifall wird der Fall :m=3 und 7=1
betrachtef .

Die Hylberf/ci'chen V,W sind dann Jr'nju/arf-fd'v‘en—

freie kubische Kurven und <somit Tor,

\’Dehomogem'_c'/eren des V definierenden homogenen
Polynoms‘ H('X'O,X,,,XZ) = Xg — F(Xo, X,,)

“ nach X/, //eferf das ?o/ynom K(XWXZ) =

X? -~ F(Xo/4) . Aus der STnju/arif‘ci'fenf'/‘é’/'/;e/'f
von V folj‘f unm[ﬁ-e/bar, da 3 far K(XO,XZ)
nur die beiden fo/jenden Falle eintrefen kénnen :

zu 1) - Manche Autoren zdhlen P7 mit zu den Quadriken m P
Dies wird hier ausgeschlossen .
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(1) K(Xo,X,) = X2 - (Xg=u, )Xo =0z (X~ ;)

mi+ Paarwe(&c verschiedenen kOMPleXenZaHen ol B, 9,

(2) K(Xo,X,)= Xg = (Xe= o N Xg— ;)
mt PaarWe(sc verschiedenen I(omple)(en Zahlen o« w, .

lm Fall (1) gilt F(4, 0) # 0 und im Fall (2) gilt
F(4,0) =0 . Mithin 31'11" in beiden Fallen :

card {F=0} =3, AnaIOje Befrac_thunjen far den
Torus W liefern : card {G=0} =3 Hieraus folg‘f‘
die :Be[oauf:”/'c{ng von Theorem 3.1. auch im Fall
(m,r) = (3,4) , da es far Tei/mcnjen M N c P
mit cardM = card N =3 stets genau einen

P’ - Aufomprph;'smurﬁ jt’é'/‘ mit B(M) =N

Simultan behandelt werden dje verbleibenden
Fa'lle

(i) m=4%, fa/l: T =4 oder
(ii) m=2 3, falls 1+ 22 und (n,7)F(%2),

75 V=W sef é)/ho/on»:or/oh .

Nach Satx 3.1. jl'éf' es dann genau eme IOFOJ'ek‘HVe
Tr‘ansformczf/bn E = (Q,J') € Aut (/PT-H) mit

Ey =1

Der f)rOJ'ek/'/'V~//"neare /JomOrp/'z/'Smug E/V wird
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ebenfal/s mit E bezeichnet.
W wird als Hyperf/d'che In IP,,T+4 betrachtet .

Es j/'/‘/' dann alco -

(X2 - X, ) e W <=>
= [O.SRTESED SN F A M- X éajkxk farjefof,..,¢+4}
Man erhq [t
NoTIZ 3.2.: Es gibt ein ce C* mit
T+ m 44 41
(Zarwmk k) 'G(Zaokxk/'“/g_:a‘kak> =
o K=0 zZo

THA

cXo,, -cF(X,,.. X,) firalle (X=X, JelP

BEWEIS :
Sei F = X7 —F(XO, X) wnd

T4 4

«r+4 41 r+1
(ZQ¢+4 K ) (Zaok 77 %aﬂ’k X}<>

Die Polynome F  und G, besitzen ersichtlich

die genaue N u I/.C?Le//c’nmenjc V. Also sind sie
assoxiiert [S, auch Walker R,J. [4]/' Theorem i?., 5.26]

Daraus fo/jf die \Behaulofunj. —7

Es werden nun zwe, Falle vnterschieden .
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Fall 4. E(H) = H'.
T+4

~Dann j//‘f also : X;,_HI =0 &> X =0 .

Mi{ Notiz 3.2. fo/jf' hieraus die Existenz eines
ceC*® mit

G(Z aDkX.k/'”/ Zakak) = CF(XO/“'/Yf>
kK=o k=e

fdr alfle (Xo'.-'-:)(/r;o) € H . Somit ot

B:WTB(Xh:~-:Xr) —> (Y, - Y, ) e IPT

mit X‘ = 2

a -
k=0 Jk

mit B({F=0})={G=0%}.

Xk ein ﬂ)rr—' Au‘l“omorf)h{smuf

Unfer Vernach(d'ssfjang einer korrekten Schreib-
wWeise kann man B kurzer Hand mi+ QH;H—aH’

l'denh'ff‘zferen .

Fall 2 1 E(H) £ H”.

In Alol‘ld'njfjkel"f von der jeomef‘rz'sc/zen Laje von
E (Foo-)/ Péo , E(H) vnd H' Zueinander , wird

dieser Fall noch einmal in Zwe, Clnz‘erfcé'//e unter-

terllt.

Fall 2—a) - Es jebe eine Gerade g durch die Punkte

/

P, und E(/Doo) mit ?NH//\ E(H)z Q/
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Man erhdlt dann :

NOTIZ 3.3.: card (9n H')= Card(gn E(H) = 1.

BEWEIS © Wegen PL €9 und Py ¢ H' folgt:
4:H/, Wejen E(Poa)eg und E(Poo)th(H)

fo/j{‘.' % ¢ ECH). E ist Automorphismus, wund

somit ist E(H) eine Hypereéene. Nun besteht

v+ 1

~

ger

, . g + A
unc/ einer H){Pereéene HC IPT aus 5enau.

aber der Durchschnitt einer Geraden

einem Punkt. Qaraus foljf' die gBehau/o‘/‘unj, i
Notiz 3.3. l/e-ferf‘ also :
?,qkﬂ = {R} und gsz(H): {s}

fdr jewl's‘se R/ S € /PT+4. Ege \7//7‘ welter -

NOTIZ 3.&4.: FEg jl'é‘f’ einen /orojekvL/V-/l'nearen
|somorphismus |
TP 5 (Xoe X, Y>> (X X ) e P!

T T4 g 2

Uhc( kOmPIGX(:’ Zah/en 5/'[‘/5‘0 daﬂ 3/'/7‘:

T(P,) =(0:---:0:5:4)
T(E(P)=(0:---10:4:¢)
T(R) =(0:---:0:4:0) ,
T (S) =(0:---:0:0:4),
T (H') =H" ound
T(E(H) ={X" =0}.
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BEWEIS : Es gilt ReH' und S cECH). Wegen

?n H' n E(H) ::Q’ {o/j'/’ weifer :
R#*P, S#*E(P,) und R*S.

H' E(H), H” wund {X7 =0} werden nun als
Hyperebencn in €TF* aafyef'aﬂf,

P, E,, R, und S, seien Vek{'orr'elwasen'}an?ten
von By, E(P,), R und S.

Wej en R* S | sind R, und $_ linear Unaéhc{ng{j .
Da ?, durch R, S, P<>I<3 und E(’Poo) Vc"r/é'uff/ fo/j.{.
'P4 € Span (R,,,g,,) und E, €5Pan (R,,S,).

Sei {V4/"'/Vr} eine Basis Vvon H/() ’(H) We\?én }
R é. ECH) S’ ¢ H’ wnd der linearen Unabhang«\cl-‘
ken" Ven R,, u.no( S -Fo/j+

’T+Z

{v4,.. R,”S } ist eine Basis von C

Wegen (0,....0,4,0) ¢ ’{X” =0} n H" wnd

N

(O(“-/O,O/ /l) 4‘— fX,’; =O} N H”/ gzé"/‘ es einen

T+ 2 ™+ 2
— C

[inearen /quomorlalfu'smus ¢: C
mit

¢ (H'nECH) = {X7 =0} n H"
¢ (R, ) = (0,...,0,4 0) wund

¢ (s,) =(...,004).
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Wegen R, € H'; (0,...,0,4,0) € H” s, e E(H)
und (0,...,0,0,1) € {X7 =0} folgt:

c_f(l-{’):H’” und @ (E (H) = [x" =0}

Seien w,,w, komplexe Zahlen mit w R +w,S,=P,.
Es {-’ofgf‘ w, ¥0, da ansonsten R = P_, je/+en wdrde.
AnQ103 fcfjf aus u,,R,,“‘UZS,,:E,, T u, F0, |

Es 3(/{' also :
(P(P)"(O. ww)m«+w +0 und
LP(E,,)‘(O/.-.,O,u,,qu) mit w, #0,

L'U induziert dann einen PFOJ.ek'}'{V— |inearen [S0O -

mo,.f,},,'gmus’ T der ﬂesuclﬂLen Art. &

Sei nun T ein PrCi/'ek{'{v——lfwearer [Sow:orph{s'mas mit

den in NotiZ 3.1 anjefd'kr‘h?n E{genfchaffen,

Wegen T(H') = H" und T(Pg)=(0:---:0:5:1),
jend'j-f T den CBedingungen von lLemma 3,1. Also
I'S+ T(W) g/el‘c‘baﬂjfdc’f/'n/'erf olurc/n

(1) Tw): X7 = FYORY X X —sX )

T
mit einem hom03enen ”Polynorn F' vom Grad m.
Wegen T o E (H) = {x7=0} und TeE(F,)=(0:--:0:14)

3endj+ ToE den Bed('njunjen von Lemma 3.2 (Man
setxe dort s=0), T o E (V) ist also j/e/'chun\?S—
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def{nierf durch
ToE (V) X0 = G =X0 X0,y Xt £ X Xi)

mit einem homogenen Polynom G " Vom Grad m.
Es {'0131" die EX/stenz eines h0m07enen Polynoms
G" vom Grad m, so da3 TeE(V)=T (W) glei -
chungsdefiniert ist durch

(2) Tw)=TeEWV): X, =G (XY X0 X.. -tX!)
Es \7{11‘ nun weiter :

NOTIZ 3.5.: Es gibt cin ce C*, so dad gilt:
FOXd, -, XZ i Xe = sXpp) = X7,
CGIOXY X X —tXY) = e X

fd'r alle (Xg ST »r+4) € IP‘T*‘

BEWEI[S : Fur die Polynome

F, = F'”(Xg/._.,/ X,:-f_,,,/ X:f - SX.,I—/*,,) - X:;:.,, wnd
Gv,,zG”(Xg,..-,XI,{r,h XT*/,"fX”)—‘X”M \7[/74
o/a.ﬂ sie die genaue Nullsfe!lenmen\?e W besitzen .

Also <ind sie aﬁoz/'/er‘f/ woraus die 8ehaupfun5

folg‘/'. 1

Man Ssetze nun in Notik 3.5.
ng-“':Xf;_,,—“— 0,

XZ. = X und

X:Ir—é-,g = Y.
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Weil F” wund G“ hOmojene Polynome vom Grad m
Sl"nc// fo[g‘f".

a(X—s'Y)m— A ch (Y= +X)" = cX”

I

'fb'l'f' \?GWI'S‘S@ komplexe ZtheVl Q/ b - ES i’S+ n=3.

Durch 'I_‘erm\/eljlefclq erha [+ man :

(3-4) a= cb(-t)" —¢
fu'r die /(oeff’izfen%en von X

/

i

(3—2) a(-;‘)m--/l cb
fd'r die Ka@f/f/'ZI'en/'en von y‘h/

(3-23) a(-s) = cb(-t)" "
-Fdr die Koeff/,?/en‘f’(’n von XM-4>/ wund

(3-4) as? = <cb(~t)" 7"
F(Ir die Koeff[zienf'en von Xm—zyz.

NOTIZ 3.6.: Es jiH‘ sS=0.

BEWEIS : Annahme : S F0.
Dann ij L+ 0.

Beweis - Annahme : b=0,

Wegen S #0 liefert dann (3-3): a=0. Wejen
b=0 9eh7" (3-4) dber (n a = —C, woraus wegen
a=0 fo/jf D C=0, W[c/er.c/orac/q Zu c € CX, Also
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“efer'f die Annahme S +0 in der Tat: b#O0.
Es folgt a + 0.

BeweiS . Annahme : a=0.
Wejen c#+0 liefert dann (3-3): b=0. Widerspruch
Zu b+ 0. Also 3('/{' a *F0.

Es gilt also : abecs 0 - Dies liefert wegen (3-4):
t#0. (3-3) und (3-¢) lllefcrn nan :

m— 2

(%) ’f'"; BT: SRR

T b T s*

Wejen t £0 fo!j+ 5‘=% => st =41,

oA .
mit — , so erhdlt

Mu/z‘i/o//z/er'f man in (%) CLG('._A)M 1

man - ﬁw = -S-/%- =4  Somit \7:'/1‘: a=cb0)"t".
Dies in (3—4) eingesetzt  liefert aber a=a-c,
d.h. c=0. Wl.derffrack. Also war die Annabime
S #+0 falsch und Notfiz 3.¢€. (st bewiesen. =

S=0 in (3-2) einjes‘e‘/-mL/ /[eferf —4 = cbé.
Wejen c F0 \71'/+ also b #+0. Weg en cb =#0
und ¢=0 [ief’erf dann (3—3): £t =0 .

Fiur den /oro\/’ekh'v ~{inearen /somorp/w'smus Tji/?" also:
T(Pofo):(O:---:O:Oi-’l)‘-'T(S) und :
T(ER)=(0:---20:4:0) =T (R) . Mithin qilt -
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F;:S und E(Poo):-'R.

Unter CBeacHunj von S=t=0 jeh'{' die G/er’c/mng
aus Notiz 3.5. uber in

14
X1, X)) = XEm =

T+

F/(Xy

4

/t // i /I m .
c- G XS X X ea) = e X <=

'” " 17
F (Xo/,—r/ X _,4/ X )
114 i 17 // 1 m

Da F“(x;’,---,'x:d, X)) nicht von Xi., ab-
hé’ngf'/ enthalt G}"(X:/,,./ X:,,,/ Xd__(_,,) den

 RVIL :
Term ——Z-X:r:_4 und sonst keinen wezfcren Term,
. .- I ‘"

in dem X', Vorkommt. G"(XZ, .. X 4, X7eq)

Seinerseits /zd'njf‘ nicht von X” ab, so ola/3

a lso FH(XZ/“‘/ x'r 4/X”/ den Term "'CX:;'GQ
enthalt wnd <onst keinen weiteren Term, in dem
X,I; vorkommf. Also //'efel'/' die 06/\:76 G/@fchunj

cdie EXistenz eines homogenen ’Po/ynoms

K(X;//,,,/XZ_A) vom Grad n , so dafs gilt:

S R A
K"(Xé’,,../ 4)—- CX:" wnof
X

(k—2) " (X, ..

/ ('
2 K"(X,

1) 17
{4 A fn
X" _)-4X

TH4 "

o/

[ §
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Sei CA';/:]C—:—'- @IE 'Po/jnome F“ G”CC[XO/ / f+4]
Selen oleffnfer‘l" durch
FAXL, X, Xan) = F (X X2 and
'C:,’N(X(;(/“-/ X/,’r,)(” )—_: G;u(X'O',_,., X/,lf_,,,/ X,:_;,,,),

T+

Man erhdit dann -

NoTIZ 3.'%2.- Fur den ALHLOmor’Dh(smuS

TP s (XX X XL,) e
(X::n'.’X:,_,, :c4X:+4IXZ-) € fP;_r+4 3[/1‘-:
(i) T, ({G"=0}) = {F"=z0}

(i) T,({x; =0} =1{X,,, =0}

BEWEIS : Es giit:
= " ‘ 7,
FI(XO/"'/ XZ-__,,,X,/,,, X4—+4) =0 =

FUOXy o, X X2 )=0 = C4-1]
ff 17 n

K“(XOI"'/XT—/I)—CX:‘ =0 <=

A 1" i i "

zK (XO,.../X,,._4 -'X,/,i =0 <&=>L%-2]

G;”(Xg,--., X//

T—q 7

C,'X,;_’):O )
-7V / y
G (XDI-"/XQ’—-II,CX’I’/Xr%-rr) =0 <=>

=1 -1 " " 7
G/(T,, (Xo/---/xrr-4/ XT/ =r+1) 0.
Daraus folgt (i). (ii) (st +rivial. O
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Sei G e CLX%, ..., X, ] definiert durch
G XY X XY )= G (XS, XT). Dann gt

NOTIZ 3.8 - T({G=0})={F"=0}.

BEWEIS - Es gilt : 5()(” XI;-, X5e4) =0 <=
(X% ..o X2« X ¢+4) é\/\/ WejEn $=0 Folgt dann
die CBehauP'l‘ung aus (4). O

Sei schlief3lich Fe C[X;’,., X0, deﬁmler’f' durch

F(Xx"

VAR

X', X5 )::-_F('XZ,..., X). Dann gilt:

T+

NOTIZ 3.9.. (T-E)({F=0})={G"=0}.

BEWEIS © Es gilt F(Xg,. ., X7, X%4,)=0&=>

(Xe v Xr Xrsq) €V. Wegen |
G”(X;(r"'/ xl’lf—"ﬂ XT/XT—{"t) G”(XZ/ l”"—"’/x;"""')
und t :O/ ?Colfff dann die fBehaup“]'unj aus (2). o

NOTIZ 3.40.:. Fdr den /DrO\/'ek{-/v-/inearen /S‘Omorpht'SmuS
TZ:=T_AOT4 o T o E : rPT+4 - IFT+4 3:'”':.
(i) T2(H) =H'
(i) T,({F=0}) = {G=0}

CNetiz 3.%.]

BEWEIS © T,(H) =T~ "eT, e T(E(H) "=

T~ ({X], =0}

- otiz 3.%.¢ii)]
T=1eT, ({X"% =0}) ™2
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" Noti 4] : .
LNetiz 340 0 pamib ist (i) gexeigt. Weiter gilt:

o~ et 0' 39.
T,({F=0}) =T " T,e (ToE)({F=0}) LNtz J

T.-4 OT,‘ ({ C’;‘// ’—"O}) [No__i‘iz3.7.({):} T-—"({Eﬁ:o})

Notiz 3.8.1  ~
[ = * { G =0} . Damit ist auch (i) \762?1;9‘)‘.[3

..'De{—)l'nicr'f’ man nun B: PT — PT durch
B(X,:--:X,) = TZ(XD’-—“'—X,,JO),\YO grit nach
Notiz 3. 40.

Be Aut (P7) und B({F=031)= {G=0].

Damit st Theorem 3.1. -fb'c'r den Fall 2"0»)

bewiesen .

Fall 2—=bL); Es jebe keine Gerade durch die
Punkte Poo wnd E(Poo) mit ?nl—/'n E(H) =g .

Dann  gilt : P * E(P).

Ware namlich P;o = E(Poo), So wahle man ein

Q € fF,,fH”( mit Q € H' — EC(H) und betrachte
die Gerade ?& durch E(P,) = P, und & .
Wegen %q ¢ H’ jiH’ dann {QY = g& nH'.
Wegen Q ¢ ECH) folgt dann: g0 n H'n E(H)=g.
Wfd@rSprucﬁu! Also 3”1" Polo F E(Poo).

Sei nun ? die Gerade durch Po/o und E(Poo).
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Es 3&1‘/’ dann also : ?,n H'n E(H) =}=¢,

Es wird 36265\?{', da{B' dies zu <lnem Widerspruch
fahet und somit Fall 2-b) (Iéerhauf'f' nicht €in -

treten kaunn.

Wegen P/ ¢H/ und ECP,) ¢ E(H) \7[/1‘.’

? ¢ H' und 4 E(H). Also gibt es ein
R € [PT*" m/it % N H'n E(H) = §R} und R # P,
R #+ E(P,). Weiter jiH :

NOTIZ 3.44.: Pl ¢ H wE(H) , E(P,) ¢ H'VE(H),

BEWEIS ©  Annahme . Poo € E(H).

Wegen o ¢ E(H) giit card (‘3,7 n ECH) = 1. Also
giH- R= P . 'Widerspruclw.’

Ana(oy folj'[', c/a/3 nicht E(Poo) € H/3€/+eh kann .
V‘Darau.f fo/\c}f dre \'Bchaulm‘uny. I

Unter $eachfunj von Notiz 3.41. fo/gf‘ durch eine
Argumen“f‘ahon wie [m Bewels ku Notiy 3. 4. -
NOTIZ 3.12 . Fs jf’b'l' ernen />r0j'e/<7‘iv—lf'nearc,,

T +1

lSOmorPh('smuS T.‘ﬂ’,, a(X;:---:X,',”)%(X';t...:x‘,;ﬂ)eli’z”‘
und eine komplexe Zahl $+0, so daf giit:

T(Peo) = (0:---:0:5:4),
T(E(%o)):(,t;-,- 101514)/
T(R) :(4:...;01030)/
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T(H') = H" wund
T(E(H) = {X} =0}, o

Sei T ein Projek—f{v-— linearer [somorphismus wie
in Notix 3.12. Wegen T(PL) = .. 10:8:4)
und T(H')=H" erfullt T die Bedingungen aus
Lemma 3 4 Somit (st T(wW) 3/e('chunjsc/eff'nier7‘
durch

(5) T(w): X7 = FUXg o X Xy =5 X))

mit einem Aomojenen 7’01\71’10m F'vom Grad n.

Wegen (TeE)(P,) = (4:03-"10:S:A)s(%fo-"--IO‘-’l: -j-s'-)
und (Te E)(H) = {X} =0} erfulit ToE die
Bedingungen aus Lemma 3. 2. Also (st T (W)=
ToE (V) g/e(chungsdefin/er‘f A urch

Taw) - X = BRI X, X X A - xe L)

0y "1y

I

mit einem homojenc:q ’Polgnom H” vom Grad = .

Alsa \7:"64’ eS auch ein homogenes Polynam G " vom
Grad m, so daf3 T(W) 31ez’chun35def«'nr'erf ist
durch

- m i
(6) TMW:X, =6"(X;-sXG, X7, .., Xry, X =sX5, ).

NOTIZ 3.13-: Es qibt ein c e C%/ <6 dafd giit -
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ltn
H 174 i " 7] _ -
" 0"

. o i 4 i(n
C'&II(X/‘;'—SXOIX,‘;__./Xd-_,4lef_SXfr+4)’CX’r

Lir alle (X 1 Xiea) e] ™"
BEWEIS = (5) und (6) /ie{—’errz/ O/a/g die Po(yname
F4: F”(XZ(--'/X,';—-/HX'I; -5 Xfi/,*+4)~ X'il‘,:rr und

G = G (X5 =sX, X, X Xy =sX e, ) =Xy
die genaue Nu//S‘fellcnmenje W besitzen . Somi+ sind

F4 u,nd 64 as;to/el"'IL. Daraug /Qoljf die Behaupj“unj,(:]

Man setze nun in Notiz 3.13 :

{/ /!
XA._-..':_X,’___/’::O/
1"
X, = X,
X:—-SXOH:Y und
i i
X’f'ﬂSX-T‘f‘/f :Z,

Man erhélt dann, da F'" und G" homogene
’Polynome vom Grad m sind wund X;ﬁ =Y+s5sX

und X;—/+4 = Y+ sX-Z 3)/’f :

S
m
(#) - a, XM—mA)(“"’Z et Z“_(Y-—ZS+SX)

il

M

ebY 4k Yz wch 2 - c (s X+Y)"

f(:(:r jEWI'SSe f(ow:p’e)(e Zahlen aol"‘/a'ﬂ'!/bo(”‘/l’,h .
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Selzt man in (1) - X =0, so erhalt man :

m “
a,”Z -—;-,’-n (Y-2Z) =

cb,Y b, Y Z 4 b, 2T =Y <=

CBOYM+ cé,,YM’AZ fot b, z" =
a, 2" ey -5 (y=2)",
Dies efnjeSe+z+ in (F) liefert -

m N — “m 1 m
a, X"+ a, X" T Ze v, 2 - LY -2 +5X) =

a, 7"+ Cy’"_si’;, (Y—=2Z)" = c(sX+Y)" <&=>

1

(3) a,X"+a X" "2+ +a,_,XZ7 =

Y A2 H (r-2) e X +Y)
S

Setzxt man in (§): Y =0, so erhdlt man :

m- A1 m -1
QOXM+Q4X Z+...+a —_4XZ —

Z—;(SX—* Z)m—-(—“—éﬂ—)mzm - c(sX)".

Dies el'njcse‘/‘kv‘ in (?),lf'eferf':
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4 m im xvr~ M M —
(3) E‘,’,,(SX"Z) ‘(’s) Z cs”X
Y+ A (Y=2+5X)"- T (V-2) - e (sX+ V)"
S

Setxt+ man in (9) : Z“-—:O/ so erhdlt man:

1 m M
-—,;,(SX) -‘CSMX =
59

CY’”+.Si;(\/+s><)’”-—§",—“\/‘“-c(g><+y)”<=>
_ m h i _ .m: _‘_/_1_____ m
(1-cs™)X +(5"" c>y (s‘" c)(sx+y) _

Die linke Seite diescr Gle;’chung besitxt keinen
Term, der XM'JY enthalt. Auf der rechten
Seite der Gleichung st der Koeffizient von

XM-/'Y j/efch

N 1 —
R N
\) S

da dieser KoefffZ('enf jie('ch Null sein mupi

erhalt man - C =§-,;; . Geht man hierm/ +

Rurdek (n dje Gileichung (9), So erhdlf man

c(sX=2)" = (=a)"zZz" - X" =

Y (V=2 +5X) = c(V=Z)"-c (sX+Y)" =>
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(sX=Z)" = (—1)7"Z27 —=s" X" =

VP4 (Y=Z +sX) = (Y=2)" = (X + V) <=

(40) (Y"‘Z"‘S)()m-—'(y-—- Z)M =
(sX=Z)"+(sX+Y)" = ()" Z -y =" x "

Es (st nach Voraussefzung m=>=3. Fs (71'/7‘:

(Y-2+5X)" = % (’;’)(ki (i)yk(«—z)j’k)sx””’f‘
3:_0 =0 |
2

Hieraus -fofgf‘, da/S der koefffz/emL Von Xym— Z_ -
auf oer linken Seite der G;/e/c/;any (40)\7/e/'ch

- (2)(5) = —mlm—1)s ist. Die rechte

Seite der G/e/'céan_g (10) besityt keinen Term,
der X\/m'_ZZ enthalt. Also muﬁ s=0 yC‘H'en.
W:’derslbruch ' Der Fall 2-b) kann also nicht
eintreten. Damit ist Theorem 3.4. volld-d'no{t'qol
bewiesen, ™= |

BEMERKUNG : Auch Theorem 3.4 % hat 36261;7fl
da/& Sich die bfholomorlbhen A'Quz'Va/enzk/Q$Sen
der dort behandelten Riemannschen Flachen voll~

S*é‘nd@ durch die VCf'ZW(’iyuny.s‘/Dun/(‘lLe der mero—

Wtorlohen ”Projekﬁon X beschreiben lassen. 3
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Da Fc}'r A ¢ {0,4} die Riemannschen Flachen
V7\ : /:74 = x(x- 4)(7(" 7\) ersichtlich Kl'njula,rl'“‘
tatenfrei Sind , erj/éf' Sich der Fall m=14
aus Corcllar 2.1. als ein J"Ierl'a/fq// von
Theorem 3.1,

SCHLUSSBEMERKUNG : Es wurde bereits erwdhnt,
cla/?; es im Fall (n,r) = (4,2.) nicht bekannt 1$t,
ob Theorem 3.1. gult(g ble/bt. Die Aussage von
Theorem 3.4. bleibt natdrlich fur o/z'e/‘eﬂ/:yen

Sl'njularﬁ-d'/—enfre:'em Quartiken A < [P3 jd'/'f/y/
die j/e/cAan\?;c/ef/'n/'erf sind wie in Theorem3.1.
und fdr die Satz 3.1. ‘76{//‘/;7 ble/bi. Der Beweis
%u Theorem 3.1. 261:7'(' sogar, o/aﬂ esjenc}(’?f/zu
/'C gwel solchen biholomorph ci'g’ful'm/en%en Quar -
tiken A, R, < P3 auch nur eine einZ/;7c biho -
[omorphe Abbildung f: R, — Q, zu finden, die
die Restriktion einer Pro\/‘ek%:'ucn Tran.r]formaf/'oh
ist. Die .;S’c/fzw/'emykc’/%en beim Nachweis einer
Solchen bl'ho/omor/ohen /lLé[/o/uny //'67€ﬂ in den
folgenden Sachverhalten.

) Tt C . :
Sei m>3, /r>/2{ wund L < [P sel eine Stngu -

/ar//'é'fewfre[e I—/yper]f/d'clze vom Girad m ., Die
Gruppe aller biholomorphen Aéé:'/dunjen fil—=>L,
die die Restrikt oy einer /oro/'ekvlfven Tranyforma—
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tion sind , sei mit Lin (L) bexeichnet. Lin (L) ist
endlich . [s. Matsumura H. /MOnsky P. [11, T heorem 1,
S. 348 ] |

Sel Aut(L) die Automorphismengtuppe von L .
Im Fall (n, 1) = (4,2) girlt c Aut (L) = Lin (L).
[s Matsumura H. / Monsky P. [11; Theorem 2, . 352])

Im Fall (m,7) = (&, 2) jeo/odﬂ, \7fb+ es SI'nju/e—-
rl'f'd'%enfrel'e Quartiken L/ di‘e eine wnendliche
/-Iuv‘omor/oh/imenjruppe Aut (L) besitzen. [s.

Matsumure H. /Monsky P. Cﬂj/‘ Theorem ‘/‘, J.353]]

Da Lin (L) auch jm Fall (n,r)=(%,2) endlich
ist, \71'191‘ es also sf'nju/ar/fé'fenfre/e Quartiken
L wnd bl'ho/omor/:he Aébl'/dun\?en f‘- L— L ,die
nicht die Restriktion einer fro\/'ek‘/‘/'ven Trane - l
formation sind . Beispiele solcher Quartiken kann
man (anerhalb der Klasce o/er/en/:yen J’/'ﬂju/arl'}d_
tenfreien Quartiken L c P finden , die eine <in-
ju/ar/f'é'fenfre/e Kurve C vom &escé/ec/n‘g=2
und Vom Grad & enthalten. [S. Matsumura H./
Monsky P. [4], 5.353] .

Es stellt sich die Fra\?e/ ob es auch S’I'nya—
/ar/fé’fen/—’reie Quartiken [ < [p3 \7[67‘, die j/e/--
Chunjfc/f’fl'm'erf sind wie in Theorem 3.41. und
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far die \7//7": ord (Aut (L)) > ord (Lin (L)).
Eine Anfwort auf diese Fraye scheint noch
nicht bekannt %u Sein. [
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