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O. EINLEITUNG

Sei .lf € lN . Die affinen Fermat-Kurven tr'a(trf ) C C2 vom Grad If werden
definiert durch

rÄ(Ir) := {(X, y) eA2 I XN + yN - 1} .

Dann sind die projektiven Fermat-Kurven f'(/f) C lP2(C) vom Grad .lf
gegeben durch

r ( f f ) :=  { (X  : y  :  Z )  eap2g) lXN +yN =  ZN}  .

Nun gi l t  für P:- (s : t :  u) e / '( / [) und tr '(X,Y,Z):= Xtr + yN - ZN :

#rn = tf . rN-r ,

#fpl - y'f .rN-l und

#tpl -  t t  .zN-l  .

Da P = (s : t : z) genau dann singulär ist, wenn

A F  A t r  N F

oxe)= ay{d'P)=fu(P)=o

gilt, ist r'(N) wegen (0 :0 :0) d lP2G) singultiritätenfrei.
Es gibt weiterhin genau 3.1[ Punkte (X : Y : Z) aü ,F(/f) , wobei eine
Koordinate der X,Y,Z Null ist, nämlich

( 0 , € i '  1 ) ,  ( f i  : 0  :  1 ) ,  ( e  € ,  :  1  :  0 )

m i t ( : -  " 2 t r i / N  t € : = e ' d l N  u n d 0 S  j < I f  - 1 .
Diese Punkte heißen die unendlich fernen Punkte auf ,P(/[) .



Bevor nun weitere Ergebnisse und Sprechweisen festgehalten werden, zuerst
die bekannte

Defini t ion (1.1):

Sei x eine Riemannsche Fläche. Ein Divisor auf X ist eine Abbildung
D : X ----- V mit der Eigenschaf,t, daß zu jeder kompakten Teilmenge .l( C X
nur endliche viele Punkte r e I( existieren mit D(o) I 0 .

Bemerkung (1.2):

Bezüglich der Addition bildet die Menge aller Divisoren auf X eine abelsche
Gruppe, die mit 2 bezeichnet werde.

sei nun und im folgenden N > 2 und 2o die Gruppe aller Divisoren

_ D mp P , mp €Vvom Grad Null auf r'(/f), d.h. aller Divisoren obi-
P€r(N)
ger Form mit D fnp = 0 . Man beachte, daß wegen der Kompaktheit

P€F(N)
von ,F(If ) nur endlich viele rno von Null verschieden sein können.
Bezeichnet man weiterhin die Menge der Hauptdivisoren mit f, so gilt
f C Do , und die Faktorgruppe Dof f heißt die Divisorenklassengruppe
von .F'(,V) .
Bekanntlich ist der Träger supp D eines Divisors die abgeschlossene Hülle
der Menge {r e X I n@) l0} .
Nun definiert man:
D* :: {D e Dlarpp D C tr'*(If )} , wobei f'-(/f) die Menge der unend-
lich fernen Punkte auf F(1[) ist.
Offensichtlich ist 2- Untergruppe von 2 .
f- wird definiert durch
F* := {D e D* lD ist Hauptdivisor auf ,t'(/[)] .
Es ist klar, daß f- Untergruppe von D@ ist.

Nachbemerkung (1.8):

Eine meromorphe Funktion f , X -* lPl auf einer kompakten Riemann-
schen Fläche X definiert in kanonischer Weise einen Divisor
D = (f) auf X mittels



, , ' ,  =  

{

- k , f a l l s / i n c € X e i n e n P o l
der Ordnung & besitzt,

falls / in s € X eine Nullstelle
der Ordnung k besitzt,

I c ,

0 , fatls /(c) ( {0, oo}

Es ist klar, daß D ein Divisor vom Grad Null ist, denn eine meromorphe
Funktion / auf einer kompakten Riemannschen Fläche x besitzt, mit viel-
fachheit gezählt, genau so viele Nullstellen wie Polstellen.

Wie schon bemerkt wurde, ist f* Untergruppe von 2- I da aber auch
2- trivialerweise auch Untergruppe von 2o ist, ist f- Untergruppe von
D" . f* ist abelsch, also Normalteiler; es existieren also die Faktorgruppen
D* f 7* bzw. D" f f*
Nun hat man

D* ,--+ Do ---- D" lf .

Der Kern dieser Abbildung besteht offenbar aus allen Divisoren D = (f) ,
deren Träger in der Menge aller unendlich fernen Punkte enthalten ist, also
D e  n  f = F * .
Dann bekommt man eine Injektion von abelschen Gruppen

D* /f* --- D" f f

Bemerkung zur Gruppe D'f f  :

Bekanntlich ist Dof F die Picard-Gruppe von ,F'(It) . Das Jacobische Um-
kehrproblem besagt dann im wesentlichen, daß D' lf gruppentheoretisch
isomorph zu einem komplex -g- dimensionalen Torus ist. Dabei ist g das
Geschlecht von F(If ) und der Torus ist bis auf Isomorphie gegeben durch
die Jacobi-Mannigfaltigkeit Jac(r'(N)) von ̂ F(/f) , also Jac(r'(,ff)) =
Ce/Per(ar1, . .. ,as) , wobei Per(c.r1, . .. ,,us) das Periodengitter bezeichnet.



Definition (1.4):

Die Gruppe D* lf* heißt die Divisorenklassengruppe der unendlich fernen
Punkte von "F(/f) .

Es geht nun im folgenden darum D* lF* explizit zu bestimmen, d.h.
bereits bekannte Gruppen anzugeben, zu denen D* lf* isomorph ist.
Nach Definition von f- sind die Elemente von f- gerade die Divisoren D
vom Typ D = (f) , wobei / meromorph auf ,t'(/f) ist und / höchstens in
den unendlich fernen Punkten Pole oder Nullstellen besitzt.
Sei Mer-(F(If)) die Menge aller meromorphen Funktionen / : .F(If) ---+
lPl ,  mit :

/ besitzt höchstens in den unendlich fernen Punkten Pole oder Nullstel-
len. Dann bildet Mer-(,F(If)) bzgl. der Multiplikation von Punktionen eine
abelsche Gruppe.
Weiterhin sei

U* := Mer*(F(/ f)) /4.  ,  .

wobei C* die Menge aller C*-wertigen konstanten meromorphen Funktionen
ist .

Bemerkung (L.5):

Das Faktorisieren nachG* erfolgt deshalb, weil / und c.f , c €C* , den
gleichen Hauptdivisor besitzen, denn es gilt:

("f): (") + (/) = (/) und (")

ist Nulldivisor wegen c € C* .

Man hat nun einen Homomorphismus abelscher Gruppen
5 :Mer*(f'(If)) * .F* , der nach Definition von f- surjektiv ist. Ist / €
ker S , also (/) = 0 , so ist / eine Funktion aus Mer-(,F'(If)) ohne Pole.
Weil r'(/f)) kompakt ist, ist /(f'(If)) CC kompakt. Wäre / nicht konstant,
so wäre /(r'(/f)) auch offen. Also ist / konstant. Damit gilt ker S = C*
und man erhält einen Isomorphismus

S:U* - - -  f *  .



Bevor nun in 1 gezeigt wird, daß D* lf* endlich ist, werden nun noch
einige vorbereitende Abschnitte zusammengestellt.

Die Divisorenklassengruppe der unendlich fernen Punkte im
Fal l  N € {1,2}

Wie schon bemerkt wurde, gilt bei der Berechnung der Gruppe D* /F*
die Generalvoraussetzung If > 2 ; im Fail If € {1,2} ist zwar D* f F* auch
endlich, aber trivial., d..h. D* f f- = 0 :
Das Geschlecht der y'f-ten Fermat Kurve ist gegeben durch
g = el@ , d.h. für lf € {1,2} gilt 9 = 0, also sind diese Rie-
mannschen Flächen isomorph (biholomorph äquivalent) zu lPr . Weiterhin
impliziert Abel's Theorem jetzt D6 f f- = 0 , denn auf einer kompakten
Riemannschen Fläche mit g - 0 ist jeder Divisor vom Grad Null ein Haupt-
divisor.

Spezielle Divisoren auf Fermat-Kurven

Bine algebraische Kurve C C lP"(C) kann man als Nullstellenmenge
von homogenen Polynomen mit n + I Variablen über dem Körper C auf-
fassen, so daß der zugehörige Funktionenkörper &" eine Körpererweiterung
mit Ttanszendenzgrad 1 von C ist. Dabei cha^rakterisiert ,t" die Kurve C in
der Weise, daß, bis auf birationale Äquivalenz, C eindeutig durch ,t" be-
stimmt wird. Weiterhin existiert zu jeder Kurve C C lP"(C) eine kompakte
Riemannsche Fläche X und eine holomorphe Abbildung f t X ---- lP"(C)
mit /(X) - C , die in den nicht singulären Punkten biholomorph ist; X
ist sogar bis auf Isomorphie (biholomorphe Aquivalenz) eindeutig bestimmt.
Nach einem Theorem von Chow existiert umgekehrt zu jeder kompakten Rie-
mannschen Fläche X und einer holomorphen Abbildung F : X ----' lP"(O)
eine algebraische Kurve C mit C - f (X) ; natürlich gibt es noch andere



Möglichkeiten X in einen lP"(0) einzubetten. Ein klassisches Problem ist nun
die Berechnung der Picard-Gruppe von X . Allerdings können gewisse Teil-
mengen M C X eine übergeordnete Rolle spielen, so daß sich das Interesse
auch auf die Berechnung von "Untergruppen" der Picard-Gruppe richtet;
im vorliegenden Fall ist D- lf@ Gegenstand der Untersuchung. Eine wei-
tere Modifikation wäre z.B. die Berechnung der Divisorenklassengruppe der
Weierstraß-Punkte von r'(If) , denn im Fall g > I sind die unendlich fernen
Punkte auch Weierstraß-Punkte, für g = 3 sogax genau die Weierstraß-
Punkte.

Das Geschlecht

Jede Riemannsche Fläche ist insbesondere eine orientierbare,
reell -2- dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die kompakten
Riemannschen Flächen sind daher homöomorph zu einer Kugel mit endlich
vielen Henkeln; die Anzahl der Henkel ist eine topologische Invariante der
Fläche und heißt das (topologische) Geschlecht.

Bemerkung (1.6):

Sei X ein topologischer Raum, der zu einer Kugel mit g Ilenkeln topologisch
äquivalent (homöomorph) ist.
Die Zahl X(X) = 2 - 2g heißt die Euler-Charakteristik von X .
Betrachtet man jetzt Kurven in lP2G) , so gilt der bekannte

Satz ( r .7) :

Sei If C 1P2 (C) eine nichtsinguläre projektive Kurve, die durch ein irredu-
zibles Polynom P(X,Y) definiert wird. Ist deg P - -f[ , so ist das Geschlecht
von 1( gegeben durch

d _ ( 1 r - l x 1 v - 2 )o 2

Das Geschlecht einer Riemannschen Fläche erhält man z.B. aus



Satz (1.8) (Riemann-Hurwitzsche Formel):

Sei / : X --+ Y eine n-blättrige nicht konstante holomorphe Abbildung zwi-
schen den kompakten Riemannschen Flächen X,Y mit der Gesamtverzwei-
gungsordnung ö = b(f) . Sei g das Geschlecht von X und g' das Geschlecht
von Y . Dann gilt die "Riemann-Hurwitzsche" Formel

b  . ,g = r + n ( s ' - 1 ) + 1

Da jede nicht konstante meromorphe Funktion auf X eine holomorphe Funk-
tion nach Y = lPr ist,läßt sich also nach der Konstruktion einer n-blättrigen
Überlagerungsabbildung sowie der Berechnung der Gesamtverzweigungsord-
nung die Riemann-Hurwitz-Formel mit g' = 0 anwenden.

Für das Polynom Xtr + YN = 1 und der zugehörigen kompakten Riemann-
schen Fläche soll die Berechnung von g einmal exemplarisch vorgeführt wer-
den.
Es gilt:

X N + y N = 1 < +  y N = 1 - X N

und aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra

N

; ' N - 1 = I I ( x _ ( r ) ,
i=1

wobei die {; die .lf-ten Einheitswurzeln bezeichnen (i € INN) . Sei nun weiter
A:=0. - {€; e C/$ ist l{-te Einheitswurzel } und a E A .

N
Für 7 t= f l(o-(;) glt  Z f 0, und es gibt genan/Y Zahlen br,.. . ,ürv €C

i=1
m i t ö f = 4 .

Betrachtet man jetzt die kanonische holomorphe Projektion

r(/r)
(x,v)

l P l

X ,



so liegen über jeden Punkt a e A genau .lf Punkte auf der zum Poly-
nom XN + yN = 1 gehörigen kompakten Riemannschen Fläche. Da / eine
n-blättrige Überlagerung der Zahlenkugel lPr ist, gilt frir die Vielfachheit
a(f,a) von / in a trivialerweise a(f,a) - | .
Diese Punkte a € Ä leisten also zur Gesamtverzweigungsordnung

b( f )=  I  b ( f ,a )=  D a( f ,a ) - r
o€lPr o€lPr

keinen Beitrag.

Also verzweigt / höchstens über den -f{-ten Einheitswurzeln f; oder über
o o  €  l P r .  S e i  j e t z t i e  l N r y  u n d a - $ ; d a n n g i l t n a t ü r l i c h q - 0 .  Y N =
0 gilt aber nur fiir Y - 0 . Welche Punkte (X,0) liegen auf ,l|(If) mit
f(X,O) = fi ? Das ist natürlich nur der eine Punkt (€;,0) .
Nun nimmt die holomorphe Projektion / : .F'(If) -* lPr jeden Wert c € lP1
mit Vielfachheit gerechnet genau /[-mal an; dabei heißt mit "Vielfachheit

gerechnet"

N -
(t,v)

D
el-

u ( f , a ) '

Für a = €;, l /-r(a) = 1l gi l t  nun /-t((;) = ((;,0), also /f = o(,f,€i) =
u(f ,a). Diese Punkte liefern also den Beitrag

N

u(.f,€;) - 1 - I tlr - 1) = rr(/r - 1) .
,i=1

Schließlich muß noch nachgeprüft werden, ob .F(If) über oo (brd. f)
verzweigt. Es wird jetzt also die projektive Gleichung XN + yN = ZN be-
trachtet, und es stellt sich die Frage: Wann gilt Z = 0 ? Das ist genau dann
der Fall wenn XN - -1 gilt, also verzweigt / über oo nicht, d.h. es gilt
u(f,oo) = 1 . Damit liefert o = oo keinen Beitrag zu
b(f) = D @U,o) - 1) ; es gilt also ö= /f(/[ - 1) .

aelP

Einsetzen in die Riemann-Hurwitzsche Formel ergibt:

' ( ")

N

I
i=1
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e(r(/r)) =
h

i r  , (n ' -  1 )  +  1

ä  , , , n  / v ( / r - l ) _ n + t
t -  

t ,  f  I  =  
2

/ v ( n - 1 ) - 2 ( / r - 1 )
2

( n - l x / r - 2 )
2

Überlagerungstheorie

Definition (1.9)

Seien X und Y topologische Räume; p : Y ------+ X heißt Überlagerung:
e p ist stetig, offen und diskret.

Ist y € Y und a € X und gilt p(y) -c, Eo heißt c Spurpunkt von y und y
heißt über c gelegen.

Definit ion (1.10):

p :Y -"-+ X, Q z Z --- X seien Überlagerungen von X .
f  :Y - - - - -Zhe iß tspu r t reu :  ++  go f  =p ,

Liegt also gr über r, so wird E durch / aufein z e Z abgebildet, das ebenfalls
über y liegt.
Die Situation von Definition (1.10) wird durch folgendes kommutatives
Diagramm veranschaulicht

11



Beispiel einer Uberlagerung:

Seien X, Y Riemannsche Flächen und sei p : Y + X eine nicht konstante
holomorphe Abbildung; dann ist p eine überlagerung.

Seien nun die Räume X und Y zusätzhch noch lokal-kompakt. Dann heißt
eine Überlagerung f :Y ----- X eigentlich: ++ f-t(K) ist kompa.kt in Y
fiir jedes Kompaktum I{ C X .

Bemerkung (1.11) :

Ist weiterhin Y kompakt, so ist sofort klar, daß / eigentlich ist. Da die
projektiven Fermat-Kurven kompakt sind, sind also die holomorphen Funk-
tionen / : l?(lf ) --' lPr eigentlich.

Satz (1.12) :

Sind X, Y Riemannsche Flächen und sei / : X -+ Y eine eigentliche, nicht
konstante holomorphe Überlagerung. Dann existiert ein n € lN , so daß f
jeden Wert c € Y mit Vielfachheit gerechnet genau n-mal annimmt.

Definit ion (1.r3):

Eine Überlagerung p heißt unverzweigt, wenn sie lokal-homäomorph ist. Ist
p nicht unverzweigt, so heißt p verzweigt.

T2



Deffni t ion (1.14):

Seien X,Y topologische Räume; p : Y --+ X heißt unbegrenzte, unvet-
zweigte Überlagerung : €:+
Jedes r € X besitzt eine offene Umgebung U , so daß gilt:

p - t e ) = Ü v , ,
ieJ

wobei die V1$ € J) paarweise disjunkte offene Teilmengen von Y sind und
die Restriktionen PlVi ------+ l,/ Homöromorphismen sind.

Def ini t ion (1.1.5):

Seien X,Y topologische Räume und sei p z Y --+ X unverzweigte, unbe-
grenzte Überlagerung. Dann heißt p universelle überlagerung : <+
rst z ztsammenhängend und g i z --+ x unverzweigte und unbegrenzte
Überlagerung, so gibt es zu jedem A eY, z € Zmit  p(g) = q(z)genau ein"
stetige spurtreue Abbildung f :Y ---- Z mit f(y) = t .

Bemerkung (1.16):

Ein universeller Überlagerungsraum ist bis auf Isomorphie ( bei Riemann-
schen Flächen bedeutet das "biholomorphe Aquivalenz") eindeutig bestimmt.

Satz  (1 .17) :

seien x, Y zusammenhängende Mannigfaltigkeiten und Y einfach - zusam-
menhängend.
p:Y ----- X sei eine unbegrenzte, unverzweigte Überlagerung.
Dann ist p die universelle Überlagerung von X .

Satz  (1 .18) :

X sei eine zusammenhängende Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine einfach
zusammenhängende Mannigfaltigkeit Y und eine unverzweigte, unbegrenzte

13



Uberlagerungp:Y ------+ X .

Aus Satz (1.17) folgt dann, drß p bereits die universele Überlagerung von
X ist.
Ist X eine Riemannsche Fläche, so ist die universelle Überlagerung Y eben-
falls eine (einfach zusammenhängende) Riemannsche Fläche.
Dies folgt aus

Satz  (1 .1e) :

X sei Riemannsche Fläche und Y Tz-Raum.
Ist p : Y ----+ X unverzweigte Überlagerung, dann existiert eine komplexe
Struktur auf Y , so daß sogar p lokal biholomorph ist. ("Man hebt die Kar-
ten hoch").

Def ini t ion (1.20):

Seien X, Y topologische Räume und sei p : Y ---+ X eine Überlagerung.
Bine Decktransformation von p ist ein bzgl. p spurtreuer Homöomorphis-
m u s  / : Y  - - + Y

Ist p holomorph, so ist / biholomorph.

Bermerkung (1.21):

Die Menge aller Decktransformationen von p bildet bzgl. der Komposition
eine (i.a. nicht abelsche) Gruppe und wird mit Deck (Y/X) bzw. im Fall
Riemannscher Flächen auch mit Aut (Y,p) bezeichnet.
Wenn Mißverständnisse zu befürchten sind, schreibt man statt
Deck (Y/X) genauer Deck (Y J- n .

Definition (1.22)z

X, Y seien zusammenhängende ?2-Räume und p : Y ---+ X sei unverzweigte,
unbegrenzte Überlagerung.

I4



p heißt galoissch : <==+
V yo, yr € Y mit p(ao) = p(yr) existiert eine Decktransformation f :Y +Y
mit /(ys) = Ur t die eindeutig bestirnmt ist.

Satz (1.23) :

x sei Riemannsche Fläche i p I Y -----+ x die universelle überlagerung. Dann
ist p galoissch mit Aut (Y,p) = r1(c) , wobei r1(c) die Fundamentalgruppe
von X bezeichnet.

Satz (1.24) :

Seien X, Y zusammenhängende M annigfaltigkeiten,
q iY ---+ X eine unverzweigte, unbegrenzte Überlagerung und p z rt -, X
die universelle Überlagerung. Sei f : fr ---- Y eine nach Definition der uni-
versellen Überlagerung existierende stetige spurtreue Abbildung. Dann ist
/ eine unverzweigte, unbegrenzte Überlagerungsabbildung und es gibt eine
Untergruppe g cDeck (Xlx) , so daß zwei Punkte o,c,€ - i  genau dann
durch / auf denselben Punkt abgebildet werden, wenn sie äquivalent modulo
9 sind. Es gilt 0 e- r{Y) .

Bemerkung (1.2f ) :

Inslresondere ist / : X ----- Y die universelle Überlagerung von Y und ftir g
wählt man I = Deck 6ln .

Satz (1.24) stellt also eine Bijektion zwischen den Untergruppen von
Deck (X /X ) , X - X universell und den Zwischenüberlagerungen her.

Man hat also folgendes Diagramm:

g -) rtrc
Y --+ oeck (.t/r)

\ /

15



Das ist völlig analog zur Galois-Theorie in der Algebra.

Der Riemannsche Abbildungssatz für Riemannsche Flächen besagt nun, daß
jede einfach zusammenhängende Riemannsche Fläche biholomorph äquiva-
lent zu lP1 , C oder zum offenen Einheitskreis lE ist.

Dies bedeutet, daß sich jede Riemannsche Fläche entweder durch lPr , C
oder lE universell überlagern läßt. Die Zahlenkugel lPl und jede zu lPl biho-
lomorph äquivalente Riemannsche Fläche wird universell durch lPl überla-
gert.

Die ToriG/l und alle hierzu biholomorph äquivalenten Riemannschen Flächen
werden biholomorph durch C überlagert.

Jede kompakte Riemannsche Fläche , die weder zu lP1 noch zu einem Torus
C/I biholomorph äquivalent ist, wird universell durch lE überlagert.
Insbesondere werden alle nicht kompakten Riemannschen Flächen, außer C
undC* , universell durch lE überlagert.
C undC* werden vonC universell überlagert.

Ileie Gruppen

Es sei I eine Gruppe und ,D C I ein Erzeugendensystem von g . Dann
hat jedes Element s e g, g # L,eine Darstel lungder Form g = aTr.  . . .  . r l r
mit  c1, . . .  rrk € E und f tr t . . . ,nk € Z .  Diese Darstel lung ist  i .a.  nicht ein-
deutig, da zwischen den Elementen von E gewisse Relationen gelten können.
Bei diesen Relationen unterscheidet man zwischen "allgemeinen" oder spe-
ziellen Relationen. Die ersteren folgen aus den Gruppenaxiomen und gelten
daher in jeder Gruppe, z.B. x r-r = x-r x = 1 . Die speziellen Relationen
sind diejenigen, die nicht aus den Gruppenaxionen folgen und nur in bestim-
men Gruppen gelten; z.B. gilt in abelschen Gruppen die spezielle Relation
rU = Ar, und in Gruppen der Ordnung z gilt die spezielle Relation an = | .
Die Gruppe der ganzzahligen (2,2)-Matrizen mit Determinante *1 wird von

den Marriz*, = (l ;t) 
und , = (l 1t) "rr"ogt, und es sel-

16



ten die speziellen Relationen A2 B-3 = 1 und Aa = I. Eine Gruppe, in der
keine speziellen Relationen gelten, heißt eine freie Gruppe:

Definit ion (1.26):

Ein Erzeugendensystem E einer Gruppe heißt frei (oder: .E erzeugt 0 ftei),
wenn gilt: besteht in I eine Relation
, " r t '  . . .  ' r " k r  =  l  m i t  x r t . . . r r k  e  .O  und  € r r . . . r €k  E  { -1 ,1 }  ,  sog ib t  es
ein j  mit 1 < j  <,b- 1 und xi = ej+tund e; = -€j+r
Eine Gruppe heißt freie Gruppe, wenn Sie ein freies Erzeugendensystem be-
sitzt.
Nun stellt sich natürlich sofort die Frage nach der Existenz freier Gruppen:
gibt es überhaupt freie Gruppen ?
Die Beantwortung liefert:

Satz (1.27) :

Sei n eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine freie Gruppe, die durch
eine Menge von ?z Elementen frei erzeugt wird.

Daß nun die Darstellung eines Elements g # L einer freien Gruppe f
eindeutig ist, folgt aus:

Satz (1.28) :

Sei B ein freies Erzeugendensystem der freien Gruppe f Dann hat jedes
von 1 verschiedene Element x e I eine eindeutig bestimmte Da"rstellung der
F o r m  o  -  r l t .  . . .  . c f i r  m i t  r t s . . . r r k  e  E  ,  f t r r . . . , n k  e Z -  { 0 }  u n d
n j f  x j + t f i i r l (  j S k - I .

Aus der linearen Algebra ist bekannt, daß ein Vektorraumhomomorphis-
mus durch die Bilder der Elemente einer Basis bestimmt wird.
Für eine freie Grupp e 0 gilt analog:

Satz ( t .ze) :

Sei E ein freies Erzeugendensystem der Gruppe I und sei I/ eine beliebige

17



Gruppe. Dann gibt es zu jeder Funktion S : E + E genau einen Homo-
morphismus ,9* : I --r.t/ mit S.lE = .9 .

Also genügt es auch hier die Bilder der freien Erzeugenden anzugeben,
um einen Homomorphismus A ----t -tI zu bestimmen.

Satz und Definition (1.30):

Je zwei freie Erzeugendensysteme einer freien Gruppe haben gleiche Mä,ch-
tigkeit; diese Mächtigkeit heißt der Rang der freien Gruppe. Zwei freie Grup-
pen sind genau dann isomorph, wenn Sie gleichen Rang haben. Zu jeder
Ka.rdinalzahl a gibt es eine freie Gruppe vom Rang a .

Weitere bekannte Eigenschaften von freien Gruppen sind:

Eine von einer Menge .O mit mindestens 2 Elementen frei

erzeugte Gruppe ist nicht abelsch.

Eine endliche Gruppe I ist nicht frei, wenn g # I

Eine freie Gruppe von -O mit l,Ol ) 2 frei erzeugt, hat triviales

Zentrum, d.h. das Zenrum enthält nur das Einselement.

Jede Untergruppe 11 einer freien Gruppe ist frei.

1)

4)

2)

3)

18



1. Die Endlichkeit der Gruppe D* lf*

Theorem 1:

rr.',t"'o- - [(z1n43N-7 , ,fr ungerade-  t '  -  
l (z . lNz;aN-z xZlzZ,  . t f  gerade .

Daau wird vorbereitend noch folgendes bemerkt.
Bezeichnet man die kanonischen meromophen Funktionen auf r(N) mit r
und gr , also

x ( X z Y : 1 ) - X ,

y ( X : Y : 1 ) - Y ,

(2.1)

so wird der Funktionenkörper von F(trf) dann bekanntlich von o und 3r er-
zeugt, d.h. man kann jede meromorphe Funktion auf F(N) rational durch
c und y ausdrücken, .F(/f ) = k(r,y) .

Die folgenden Funktionen auf l'(/f) repräsentieren Elemente von Z/@ :

t t  A t

x - € i ,  U - € i ,  s - e € i y ,

( 0 s j s 1 r - 1 ) .
(2.2)

weiterhin erzeugen die Funktionen (2.2) einen Untermodul vom Rang B.ff - 1
inU* . Damit ist D6 f f* endlich. Allerdings erzeugen die Funktionen (2.2)
nicht alle Elemente von u* . Die Gruppe z/* wird zusammen mit den fol-
genden 3 Funktionen erzeugt:

1) ('U;( ( r - { iXy-€r ) ) r )

19



2)

3)

(,g,,,' - €iX' -,eivvy)'/"

/  N-r  \  l lE(N)

(,rU-tt'- {i)(v - €iX' - €€iü)iu+tv2 
)

mit

B(/f) :=
für lf ungerade,
für .ff gerade .

Es wird natürlich, wie auch im folgenden, weiterhin N > 2 vorausgesetzt.

Wegen

c ( X : Y : l )  -  0  + +  X  =  0

y ( X : Y : 1 )  -  0  + = +  Y  =  0

sind die Punkte, die bezgl. der Überlagerung r (bzw. y) von lP1 über oo
liegen, genau die Punkte mit den homogenen Koordinaten (X : Y : Z) avf.
,F (N)  m i t  Z  =0 .

Besitzt also c (bzw. y) in (X :Y : Z) eine Nullstelle oder einen Pol, so gilt
X = 0 od,et  Z = 0 (bzw.  Y = 0 oder  Z:0)  ,  d .h.  (X :Y :  Z)  muß e in
unendlich ferner Punkt auf .F(1[) sein. Die Funktionen c und y definieren
also Restklassen rC* und yA* in U* .

Per definitionem existieren Funktionen c,y auf .t'(If) mit cN * yN = 1,
welche den Funktionenkörper erzeugen. Ist c (wobei jetzt abkürzend a für
c(X : Y : Z) geschrieben wird) gleich einer .lf-ten Binheitswurzel von 1, so
ergibt sich y * 0 , ist aber y (genauer g(X tY : Z)) gleich einer.l[-ten
Einhei tswurzel  von 1,  so is t  c  = 0.  Dazudemc und r - -€ i  (bzw.  y  und
y - ti) für j € {0,...,If - 1} die gleichen Polstellen besitzen, definieren
x - ex und y - {r Restklassen in Z/- .

F ü r y l 0 g i l t :

{#

20



= ('y)* (#)N - 1)

= a N * y N = 1 .

In solchen Punkten, in denen c und y endliche Werte annehmen, ist also
n - e(iy * 0 , somit definiert x - e(iy eine Restklasse in l/6 ftu j e
{0,. . . ,lf - 1} , d.h. zusammengefaßt, die (3If - 1) Funktionen aus (2.2)
definieren Restklassen in U*

Bevor nun die Divisoren, sowie Null- und Polordnungen der Funktionen aus
(2.2) bestimmt werden, zuerst eine Vorbemerkung:

Weil y einer Gleichung.lf-ten Grades überC(c) genügt, ist r eine lf-blätt-
rige Überlagerung von lPl , denn definiert ma"n eine Fläche .t' durch ein
irreduzibles Polynom P(*,g), so kann man P(c,y) ulr Polynom in y über
C(c) auffassen.

Es gilt dann:

Blätterzähl (t) = Grad von P(r,y) über tt(a) = degv P(r,y) .

Ebenso ist y eine rfl-blättrige Überlagerung von lPl . somit besitzen o und
y mit vielfachheit gezählt genau /[ Nullstellen. Da nicht konstante mero-
morphe Funktionen auf kompakten Riemannschen Flächen jeden Wert aus
lPr mit Vielfachheit gerechnet gleich oft annehmen, besitzen o und y also
auch genau trf Polstellen (mit Vielfachheit gerechnet).

Mit fünlichen Argumentationen über /fl-blättrige Überlagerungen las-
sen sich auch die Divisoren von o - €i und y - €,i bestimmen, lediglich
(, - e (iy) muß durch Karten berechnet werden.
Natürlich kann man generell die Divisoren durch Karten berechnenldie Null-
bzw. Polordnungen sind kartenunabhängig.
Ist aber t lokale Variable in a € r'(If) mit t(o) - 0 , so kann man ver-
suchen, die Funktionen / , deren Divisor bestimmt werden soll, explizit zu
entwickeln, d.h.

N- r

f l  ( '- e€ia) =
j=o

= rN - (ry)"

N-1

ilorrfr-n))
=  ,N  -  ( - l ) yN

2I



Für die Divisoren
gilt:

f - l a " t " '
t,l= l-'O

( i /1),. .  . ,$n) der meromorphen Funktionen h,.. . , fs

( h .  . . .  .  f )  =  ( / 1 )  +  . . . +  ( / n )

Nun definiert man noch:
c i : =  ( 0 , { i , 1 )

b ;  :=  ( { i , 0 ,1 )

c ;  :=  (e{ r ,1 ,0)

Bestimmung der Divisoren:

Sei jetzt also

(2.3)

p(t )  = ( r , tm)

eine Parametrisierung von .F(.n[) um die Punkte (0,fe) .

Es gilt also lokal t(p(t)) = t . Da t in t = 0 eine einfache Nullstelle besitzt,
gilt für den Nullstellendivisor (X)o ' (X)o = oo * ... * at-r .

Weil eine meromorphe Funktion genau soviele Nullstellen wie Pole hat (mit
Vielfachheit gezählt), ergibt sich mit dem Polstellendivisor (X)- : (X) =
(x)o - (x)." ,

d.h. es ist

(X)* = co * . . .  *  c iv-r  also

( X )  =  a o  *  . . .  *  a r - r  -  c o  -  . . . -  c n - r

N-1 /V-1
=  D o i -  D c i .

j=O j=O



Weiterhin gilt

( tFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF)" = tN besit zt in t = 0 eine y[-fache Nullstelle, d.h. es ist:

(YN)o = f f  öo * . . .  *  I f  öiv_r ,

(Y)o = öo * . . .  *  öiv-r  und

(Y)." = co * ... * crv-r , somit ist

( Y )  =  ö o  *  . . .  *  ö r - r  -  c s  - . . .  -  c N - l

N- r  N- r
=  t  b i -  I  c j

J=0 -t=o

Da y(X, Y) = Y die Projektion auf die 2. Koordinate ist, kann man auch
folgendermaßen argumentieren: mit y(p(r)) = y( {ffiv ,t) = t und weil t
in t = 0 eine einfache Nullstelle besitzt, folgt alles wie bei c .

Die Funktion o - (, hat eine Nullstelle in ({j,0) .

Wählt man die Parametrisierung

p(t) = ( tffi,r; von r(/r)

um ({i,0) auf dem Zweig der .lf-ten Wurzel mit

\,ffi p=o = {j , so gilt

{ffi = Er {ffi7rn.



Hierbei ist {[]tF7fn der Zweig der lV-ten Wurzel mit

I � .m1a1,=o - 1

Man erhält:

(x - (ixe(r)) €i \m/R -€i

dt(i (f ),-,") 
e) - 1l

€ i t (1 - * r ' - r y  *N  - . . .+ . . . )  -U

€it-+ f l  + #(#--  1) fN - . . .  + . . .  l

Sei jetzt

)(r)  := t  -+ ,N + #(#--  1) fN - . . .  + . . .  I  .

Da ,\(t) in t = 0 eine Nullstelle der Ordnung N besitzt, gilt dies auch für
c(p(t)) - €i , so daß man für den Nullstellendivisor
(r - €r)o erhiilt:

( ' -  ( i )o -  N bi  .

Trivialerweise hat t - €i dieselben Nullstellen wie c , deshalb gilt für den
Polstellendivisor
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( t - { ' ) " .  =  c o * . . . * c i v - r ,  d . h .

( ' -  € j ) =  N b i - c s - . . . - c N - 1

N-1
=  N b i - D  c i

i=O

Weil y - f, in ((,,0) eine Nullstelle besitzt, wählt man als Parametrisierung
von f'(/f) um ({j,O) p(t) - (t, i4 - 1r1 wobei wieder gilt

\m = 6i tGFTln

wegen y(p(t))-€i = i/i:lF-€i = ti {ffi7rn folgr die Behauptung

@ _ € t )  
_  N  o i _

N- l

D
i=O

ci wie bei x - ti

Bemerkung (zu den Polstellen):

Wie schon erwähnt besitzen c (bzw. g) und t - ei (bzw. y - 6j) die gleichen
Polstellen. In homogenen Koordinaten lautet die Projektion

x ( X : Y : Z ) = y ( X : Y t Z ) -+ bzw. Y
z '

Die unendlich fernen Punkte cl, . . . , cN-l sind aber die einzigen Punkte mit
Z = 0. Also gilt genau dort c(c;) = oo und y(c;) = oo wegen ff := oo , a €
C . In diesem Zusammenhang wird ausna,h.msweise auch $ := m gesetzt.

Nun wird die Funktion x - e(i y betrachtet:

Offensichtlich verschwindet c(X,Y) - eqiylX,Y) - X - e€iY in keinem
endlichen Punkt (X,Y) = (X, itr:lp) auf F(/[) , denn sonst würde
gelten:



X-eqi \ f f i  -  0 <+
= + X N  =  - 1 + X N

X = e € j

< + 0 -

W
- 1

und das ist ein Widerspruch.

Nun wird r(ff) um c; = (e(ß,1,0) durch p(t):= (,f , +) para-

metrisiert.

Man erhält:

etj - "ro W
t  

- "  
t  / t R

e€r{ffi
c(p(t)) - e(ry(p(t)) =

Binomialentwicklung liefert :

' ,-(ä (T) ,-,",-- f )

, €ei- ' . . T . . . -  
t  

.

Für j I ft liegt in t = 0 ein Pol 1.. Ordnung und ftir i = k liegt in t = 0
eine Wurzel (/f - l)-ter Ordnung vor. Demnach besitzt o - e(i y in c; für
j * k einfache Pole und in c; eine Nullstelle (ff - l)-ter Ordnung. Damit
gilt für den Divisor:

@ - r € i y )  =  ( / [ -  1 )  " i  - c o -  c 1 . . . -  c i - L - c j + r - . . . - c r - r  ;

oder in der etwas angenehmeren Schreibweise

1) tzr*t

) - +-  €€e ( , t  -  
*  , ' *  #  (ü-  1)  

, ' "

e€k e€ß .ru-r , €€fr # (+ -
=  

t  
-  

r t / L  
- r  

2
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(x -  e(tY) -  c g  -  . . .  -  c N - l

N-1
- tIIII ck.

/c=O

Satz (2.4):

?)@ ist ein freier Z-Modul vom Rang 3If - 1 mit Basis

M t :  =  { o o - " o ,  ä o -  c o  t  e o -  a i ,  b o - b i ,  ( 2 . 5 )

=  c o - c j ;  ( 1  S r S . n r - 1 ) . )

Beweis:

2* ist offensichtlich ein echter Untermodul des endlich erzeugten Z-Moduls
ö- , d"fittiert durch

fia := {D lD ist Divisor auf .F(1[) mit

D(P) = o für  Pf  r - ( iv ) ) .

Der Z-Modul D* ist aber trivialerweise frei vom Rang 3.ff mit Basis

a y s . . . t A N - t ,  h r . . . r ö N - f  r  C O r . . . r C N - l  .

Also ist 2- ein freier Z-Modul vom Rang kleiner gleich 3ff - 1 .
Es muß also noch gezeigt werden, daß Mr Z-linear unabhängig ist:

Sei

)o(oo - co) + Ä1(öo - "o) * or(ao - ot) * . . .  + civ-r(ao - oiv-r)

=  N " i

=  N " j
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* 0 { b o - ü r )  * . . . *  F n - t ( ü o - ö " - r )  +  7 1 ( c o - c r )

+ .. .  + ?N-r(cs - cr-r) = 0 (-Divisor) .

Dann muß diese lineare
wegen

( a o - c s ) ( a s ) :  1 ;

und b@o1 = g

Somit folgt

(2.7) % 
-

(2.7)

Es ist klar, daß die
von 2@ sind.

Unabhängigkeit in jedem Punkt P e ,F'(.nf) gelten

( o o - o i ) ( o o )  =  l ,  j  =  1 , . . . , f f - 1

f i i r  b e U t .

Ä o * o r  * . . . *  o 1 - r  =  $

Analog an der Stelle ös .

\ * h  * . . . *  ß w - r  =  Q

Analog an der Stelle cs . (2.6)

- Ä 6 - Ä r * ? t  * . . . *  Z r v - r  =  0

Analog an den Stellen

a i ,  b i ,  c i  I  j  €  { 0 , . . . , N -  L } u n d

0 ,  f u  -  0 ,  a j  =  0 ;  j € { 0 , . . . , 1 Y - 1 }

eingesetzt in (2.6) liefert )o = Är = $ .

Divisoren b e t4-wegen deg D = I - L = 0 Elemente

t r .
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Betrachtet werden nun die folgenden Restklassen in U* :

I t [ 2 : = { 9 - 1 c * ,  
t - 1 ( f , * ,

' r - € y  t - e y
(2.7)

#n- '  f f ia . ' '  i  = ! ' " ' ' rv  -  1)

Um die Divisoren der Repräsentanten zu berechnen, genügt es natürlich die
Standardrepräsentante" # usw. zu betrachten.

Es gilt:

(  v - r  \  ,
\ - A )  

= ( Y - r ) - ( c - e Y )

-  N  ao -  ( "0  + . . .+  c i v - r )  -  ( l r  t o  -  ( ro  + . . . *  c i v - r ) )

-  N  a o  - c o - N  " o + c o - c o  c i v - r * c o + . . . * c i v - r

= .ff co - If co = If(oo - co)

f+ )  =  (c - r ) - ( ' -eu )=
\ x - e a /
-  / t  ü o  -  c s  - . . . -  c N - r  -  1 [  c o  *  c o  *  . . .  *  c i v - r

= I{ (öo - co)

(#ff i )  =(v-r)-(v-€i)
= 1 [  ao  -  cs  -  . . .  -  cN- r  -  N  o j  *  co  *  . . .  *  c r - r

- It(46 - a;)
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(  x - r  \  ,( f r J  = ( ' - t ) - ( c -6 i ;
-  / f  0o  -  cp  -  . . .  -  cN- t  -  N  b i *  co  *  . . .  *  c rv - r

= If(bo - öi)

und schließlich

( '  - ' u ,  
\  =  ( ,  -  r y ) - ( r - e € i y )

\ t  -  e g i Y )

-  I {  c o  -  c o  - . . .  -  c N - 1  -  N  " j  -  c g - . . .  -  c r y - l

= I{(co - ci).

Die Divisoren der Repräsentanten aus (2.7) sind also gerade die .lf-fachen
der Basis aus (2.5) von 2* .

Trivialerweise ist N D* eine Untergruppe von 2* , und weil die Basisdivi-
soren aus N D* sogar Hauptdivisoren sind, folgt daß If 2- sogar Unter-
gruppe von f@ ist.
Weiterhin eind die Moduln l,/- und f- kanonisch isomorph; also ist die
Untergruppe N D* von f* isomorph zu einer Untergruppevon U*
Es gilt N D* C f* , d.h. wenn jetzt gezeigt werden ka,nn, daß D* f N D*
endlich ist, so ist natürlich auch D* /F* endlich.

Nun sind aber die Divisoren von M2 gerade /[-te Vielfache der Basisele-
mente aus M1 . D* lf* ist also eine endliche Gruppe, und es exisitert ein
Isomorphismus

g:D* f  ND@-- - - - -+  (Z lN V)zN- t  ,

d.h. man kann abschätzen

i l (D* l f \  < 1v3N-r
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Jetzt wird die folgende meromorphe Funktionenmenge betrachtet:

3

M  : =  U U ,
i=1

M 3 : =  { r r y r o - 1 } .mit

Definiert man noch M4 := Mz U Ms , so ergibt sich

Satz (2.8):

M1 und M4 erzengen denselben Z-Untermodul von Z/- .

Beweis:

Der Z-Modul l,/- wird multiplikativ geschrieben. Es ist kla.r, daß sich c
und y Z-hneat durch Ma ausdrücken lassen.

Weiter gilt:

x - 1
s - t  r - e j

r - l  1
r - L

. 1
r - € y

e l Ms

1 M t )

außerdem gilt wegen

y - I - U- 1 € < Ma ) ----}f r - e y
r - e y

I
-  € 1 M t  > = +  s - € r  e  1 M t
, ' - < r

1  
e  1 M a  > = +

r - € y

=  l -  
E l  M t  > = = +

t  -  eErU

t - € y

r - € y

m
x - e { i Y

r - e y  e

> ;
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1
€ <

y -  L

I

r{6-- 
€ <

M a ) - + I =
y - L

M a ) + y - e r  e  1 M a ) ,

a l s o  1 M t  > C <  M q )

Andererseits erzeugen 31f - 1 Modulelemente einen Untermodul vom
Rang
{ M t  ) = (  M a )

E .

Definition (2.9):

Sei .F* die von der Menge der zu den meromorphen Funktionen aus M1
gehörigen Hauptdivisoren erzeugte Untergruppe von f- und f** die von
der Menge der zu den meromorphen F\rnktionen ans M2 gehörigen Haupt-
divisoren erzeugte Untergruppe von fm .

Bemerkung (2.10):

W e g e n  1 M s ) = 1 M r  > f o l g t  1 M z ) C K M t  ) , d . h . f * * i s t
Untergruppe von f* .

Mit
morphie U* d- .F- ,  folgt ,  daß {(c) + f** ,  (y)+ f** , (r  -  1)+f**}  ein
Erzeugendensystem von f* f f** ist.

Definiert man nun
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S : f * f f * * .--* (zlN z)3

durch

s()1(c) + lz(v) + Äs(o - 1) + f * * ) : =  ( f , f , f )  ,

so ist S wohldefiniert, denn es gilt

. \1(r)  *  Äz(s) + )e(c- l )  + .F**

= p{r) + pz(v) * p{r - r) + f**

++ (lr -prXc) + (4, - pz)(y) * (ls - p6)(r - 1) e f**

(Är -  pr)  ( ("o + . . .  *  o iv-r)  -  ("o + . . .  + cr-r))

*  ( tz -  pr)  ( (öo + . . .  + öiv-r)  -  ( ("o + . . .  + cr- l ) )

* ( A e - p s ) ( I f  ö o  -  ( c o + . . . + " r v - r ) )  e  f * * =  N D *

(Är - pr) (oo + ... * ary-r) * (Ar - ps) lr öo

* (Az -  pz) (bo+ . . .  + biv*r)

- ( ) r * Ä z * A s  -  P r - l t z - p s ) ( c o + . . . + " r - r )  e  N D @  ;
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somit \, = fri (i = L3,3) ,

5 ist also wohldefiniert.

Weiter gilt:

s (.\1(c) + Äz(y) + )s (o - 1) + f** + a@)

+ pz@) * pz (x - 1) + f. .)

=  5 ( ( Ä r * p r ) ( ' )  +  ( \ z * p z )  ( y )  +  ( r s * p e ) ( t - 1 )  +  F * * )

= ( Ä1?tr, , \rTp", ,lrfpr I

= ( i r ,  i r ,  i .  )  + ( lrr ,  t tz,  i ts)

= .s ()r(s) + rz (s) * Äs (r - 1) + f..)

* s ( p r ( r )  +  p z ( y )  *  t r s ( x - l )  +  f * * ) .

$ ist somit ein Homomorphismus.

Weiterhin ist S ofiensichtlich injektiv und surjektiv. Also sind die Gruppen

f lf** :��urr.d, (ZlN Z)3 isomorph.

Zusammenfassend erhält man also
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und

Satz  (2 .12) :

Sei g eine Gruppe und
Untergruppe von I mit

r[
H =

Dann gilt:

D*lT** = (ZlN VytN-r

f * l F * *  *  ( Z l N  Z ) " .

s  &  ( z l n

Z l q Z  x . . .  x

(2 .11)

Z)' . Weirerhin sei H eine

Zln, Z .

z l r  =  z  I  ( * ) z  x . . . x  z .  I  f L - l z .

Beweis:

Man wfilt Er,. . . ,er € H , die via i[ den Elementen

,  (  0 , " ' ,  0 ,  i  )
entsprechen und ebenso dr ,. . . ,d, € Q , die via O den Elementen

(  i ,  o ,  . . . ,  o  ) ,  . . .  ,  (  0 , . . . ,  0 ,  i  )
entsprechen.

E s i s t  n . 0 =  n . H  =  0 , d i e O r d n u n g v o n  e i  i s t  n j ' u n d
offenbar teilt jedes n; die Zahl n. Ferner kann man die e's als ganzzahlige
Linea^rkombination der d's ausdrücken:

f

S a te j  =  \ a i x d x  ,  1 ( i 1 r ,
rb=1
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wobei die a;r zwischen 0 und

Behauptung :

EsgibtElemente f i  e 9mit

Nun gilt:

also ist ni ajk Vielfaches von t?, :

f r f i = " i

0 = n i n i a i x d x  i n  g ,

n - L gewählt werden können.

= rjk Tt t somit aik

d; und alle haben die Ordnung n,

f

s-
e j =  ) -

rb=1

nj a.jk

Man setzt 7, = | rix

Nun ist
det (a;t)

QlH =

Satz (2.13) :

Es gilt:

n
-  4 , r  _-  . 7 ß- n ;

J

=  ( e z H )  =  I I t * 1 ,
j  n j '

det (rir) = det (T "to ) = fI ( frla* (ai*) =
j  '"r

Weil det (rr'r) = 1 ist, sind die Elemente ft ,. . . , f, eine

I , d.h. es ist

= >l (zl tLrl z>

sowle

1

Z-Basis von

T (z ft lz. e1)
1

tr

D* lF* = (ZlN Z)zN-+ .
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Bemerkung:

Die "obere Grenze" (ZlN Z)et't-t von D*f f* wird also um den Fak-
tof' (ZlN Z)3 verbessert.

Beweis:

Nach dem 2. Isomorphiesatz gilt:

D* lf* = (D* lr*) I (f- lr.) .

Wegen

(z lN  Z)FN-L)  =  (v lN z )  x  Z IZ  x . . . x  v lZ ,  (3 l r -4 )mal

läßt sich Satz (2.L2) auf (2.11) anwenden:

(D* lf..) I (f. lf*)

z (z I Xv-)' x (z I )zlsw-a

= (Z ltr Zlzr'r-a

Bevor jetzt ein Kriterium angegeben wird, ob eine Wurzel eines Elemen-
tes aus l/- wieder ein Element aus l,/- ist. vorab die

Definition (2.La):

Sei X eine Riemannsche Fläche und ,5 C X eine endliche Menge. Ein Ele-
ment / € Mer (X) , also eine meromorphe Funktion auf X , heißt eine

,S-Einheit, wenn die Pole und Nullstellen von / in S liegen, Bezeichnung

E(s) .

D .
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Sei nun C eine kompakte Riemannsche Fläche und / : C --+ lPr eine
nicht konstante meromorphe Funktion. Weiterhin sei 5 eine endliche Teil-
menge von C , die außerdem alle Pol- und Nullstellen von / enthalte.

Betrachtet wird jetzt die Menge

C ' : = C - 5 ,

sowie die universelle Überlagerung

p: lH ---, Ct von C' .

A l l e r d i n g s m u ß h i e r d e r F a l l f , = l P l  , C ' =  l P 1  - { & ,  P 2 }  r y  C * a u s -
geschlossen werden, um zu gewährleisten, daß die universe[e Überlagerung
die obere Halbebene lH ist.
Natürlich ist p lokal biholomorph, .f o p ist holomorph auf lH und / o p ist
überall ungleich Null.

Nun existiert eine holomorphe Funktion log .f o p auf lH mit

" log  top  =  fop .

Diese Aussage folgt sofort aus dem bekannten Satz (2.15):

Sei X eine einfach zusammenhängende Riemannsche Fläche. Dann exi-
stieren zu jeder holomorphen Funktion f : X --"'-+S* holomorphe F\rnktionen
g,h mit

e s = f und h N = f

Satz (2.16) :

Ist I  := Aut ( lH,p)
o  €  9 , s o i s t f t i r  z

Decktransformationsgruppe von lH bzgl. p unddie
€ l H

6 Lz -\ 
2; 

((tos (/ o p) o o) (z) - los (J o p) (z)) e A

eine V-wertige konstante Funktion.
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Beweis:

Es gilt:

"los, 
(top) (" ,) - log (Jop) (z)

"ros, (Jop) (o z) 
$ o p) (o z)=  
u o i ( 4

_  f ( p o " )  e . r r )  f ( p r )  _= -  =
f(p r) f(p z)

(2.18)

f(p ,)
f(p z)

keinen Mißver-

E .

Bemerkung:

(2.17): o ist Decktransformation; die Schreibweise

' 
=i," U.iil (".k)) \ *i,d,u(konkrete schreibwe-- 

u o p) (z) /

ständnissen führen.

Aus (2.18) folgt jetzt:

l"e (/ op) (o z) - tos(f "p) (z) e {2kri I k ez} .

Da lH (bzw. lE) zusammenhängend ist, folgt für alle z € lH :

l o g ( / o p ) ( o  z )  -  l o g ( f  o p ) ( r )  -  2 r I i , l e Z .

Satz (2.1e) :

Die Konstante (2.18) aus Satz (2.16) ist unabhängig von der Wahl des
Logarithmus log (/ o p) .
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Beweis:

Ein anderer Zweig des Logarithmus von J o p unterscheidet sich von log

f op rm eine Konstante 2rik (k eZ), die aber bei der Subtraktion (s.
Satz 2.16) wieder verschwindet.

Defninit ion (2.20):

Die Konstante P = 1 (2.18) wird mit L(f o p , o) bzw. kurz
I\p z)

mit .[(/,o) bezeichnet und loga,rithmisches Symbol genannt.

Satz (2.2I)z

Es gibt genau dann eine holomorphe m-te Wurzel /* von / afi. C, wenn
no fiir alle o ein Teiler von L(f ,o) ist, d.h. :

Sei / € {/ e Mer (C)loÄo f = AV p ( S} und / besitzt eine rn-te
Wurzel als Funktion auf

C :  *  mlL( t ,o)Y o € Deck (p:  lE *  C ' \  .

Beweis:

t t .

Sei 'y ein Weg von z nach o(z) und

ö = g^ mit g € Mer (C) ; dann gilt:

L(f ,o)  =

o

I t d f l [ d s ^
h , i  I  7 = 2 o i  I  s ^

po't po"l
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mgm-l

g^

ist ganzzahlig.

Aufgrund der Abbildung p : lE -----* C' existiert log (l o p) . Ferner existiert

Q := e* los (Jop) auf der universellen Überlagerung. Deliniert man noch

$ (z) := ö ("(t)) , so erhält man

(ö" o ö-') (")

, n'r. I dg
a g = -  l  -z l t r ,  J  g

pvl

I t,- 
2tri I

po'1

und I 
an

J g
po1

- exp

exp

- exp

Nun ist aber

Da mll(f ,o) gilt, folgt {"

j t.r U o p)) (o(,))

I -;l; (roe (/ op)) (z)

('.n

1- (
n1,

2tri,

n"I
LU,")) ="*o (

€L(l'")

los (/ op) (o z) - loe (/ " p)) (r) ]

2ri  \L(1,")
I

m )

{  -  € t ( t , " )  ö .

- ( , d.h. es existiert ein € e Mer (C) sowie
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E e M", (C') , als Anwendung des Riemannschen Fortsetzungssatzes.

D .

Satz 2.2L wird jetzt auf

C = F(N) und

Ct = F(N)' := ,F(If ) - f."(If )

angewendet.

Bemerkung, (2.22)t

Die Abbildung
L( f  , . ) :Au t  (Z /  ,  p )  *  Z

mit der universellen Überlagerung tl ist ein Gruppen-Homomorphismus.
Dann wird ein Homomorphismus

LU ,.):  Art (t / ,p)/ [Aut (U,p) , Aut (t/ ,p)) - Z

o [Aut (U,p) , A:ut (U,p)] * L(f'o)

induziert, der ebenfalls mit I(/ , .) bezeichnet wird.

Feststellung (2.23):

Sei M* die multiplikative Gruppe der meromorphen Funktionen $; aü. C
mit der Eigenschaft, daß die Menge der Null- und Polstellen eine Teilmenge
v o n C - C ' i s t .
Dann ist für alle Decktransformationen o € Aut (U,p) die Abbildung

L(. , o): M* -----+ Z

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis:

Klar, weil loe (/g) - log / + tog g

L(. , o) verschwindet aufden konstanten
tionen, wegen

(const. f 0) meromorphen Funk-

grlt.

t r .

. t (const . ,o)  =  
I

po(z,o z)

d const.

const.
= I

po(z ro z)

=  Q .
const.

o

Nun induziert L(. , o) einen Homomorphismus L(. , o) : U* --) Z ,
der ebenfalls mit L(. , o) bezeichnet wird.

L ( .  , o )  ( / 4 . )  :=  L ( .  , o ) ( f )  =  L ( f , o ) .

Zusammenfassung der Resultate über L(f , .) und .[(. , o) liefert:
-[ ist ein Homomorphismus in der ersten Variablen, d.h. es gilt

L(fg,o) = L(f,o) + L(s,o) ;

offensichtlich gilt auch

L( f ,or )  = L( f ,o)  + L( f , r )  ,

das Symbol L(|,,o) ist also bimultiplikativ in / und o .

Die Abbildung

L:U* x  Aut  (U,p)  /  [Aut  (U,p) ,  Aü(U,p) j  -  V

ist Bilinearform.

Sei fi ,. . . , f, eine Aufzählung der Funktionen (2.2) und or t. .. , o" ein
Erzeugendensystem von

Aü Q/,p) I [Aü(/,p) , Aut (U,p)].



Bildet man die Matrix

(2.24)

so erhäilt man durch elementare Spalten- bzw. Zeilenumformungen wieder
eine Matrix dieses Typs.Durch die Methode der Matrix-Reduktion bekommt
man neue meromorphe Funktionerr gr r ... t gt und ein neues Erzeugenden-
system

T L  r . . . t Arut (U,p) / [Aut (U,p), Aut (U,p)),

sowie eine Diagonalmatrix

mit rnl = L(g* , n*) .

Dann gilt

Satz  (2 .25) :

J- l_
git ,. . . , gi' ist ein Erzeugendensystem bzw. Basis von
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Beweis:

Klar, da durch elementare Zeilen- bzw. Spaltenoperationen der Rang einer
Matrix nicht verändert wird. Diese Umformungen sind Bestandteil der Ma-
trixreduktion.

u
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2. Berechnung der logarithmischen Symbole (Perioden)

Nun werden die für die Matrixreduktion benötigten logarithmischen sym-
bole (Perioden) berechnet. Ilierfür ist es sehr nützlich, sich vorab folgendes
Diagramm zu vergegenwärtigen.

p)

F( l ) t  =

Im folgenden werden also die Perioden bzgl. der überlagerung ) bzw. bzgl.
der Überlagerung p berechnet. Da aber keine Mißverstäindnisse zu befürch-
ten sind, werden beide logarithmischen Symbole mit ,( , ) bezeichnet.

Sei also Ä:U -----+ C- t0,1) die universel le Überlagerung vonQ- {0,U.
Aus l./ wird später die universelle Überlagerung von F(.ff)' konstruiert. Die
Abbildungen .\ und 1- ) sind holomorph und ungleich Null auf z/ . Also
existieren ./V-te holomorphe Wurzeln ä bzw. f von Ä bzw. von 1- I .

Satz (3.1) :

Für o € Aut (U,o) gtlt:

^

c-[ 0 ,ü

i o o =

ü o o -

EL(\,ol 5 und

qL(r-\,o) E
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Beweis:

Es gilt für alle z € U :

6I(.\,o) öe) =

= "4 tt*; ((los)) o o(z)-ros,),(z))l . 51"1

- (,\(oz))ja . i(z\
(.\(z))r

= ' i r i ! ' ) . i ( r ) = i o o ( z )
r lz  )

Völlig analog erhält man:

6 r ( 1 - Ä , a )  * f r o o ( z )

Satz und Definition (3.2):

Sei Q:= Aut (U,^) und A(1[) dieMengealler
u n d  o  o  g = 9 .

Dann ist

charakterisiert durch 
a(/f ) untergruppe von

tr

o  a u s  O  m i t  o o i = d ,

o( /Y)= {o e o I  L(^ ,o)  = 0( tY)  und L( I -  } ,o)  = 0( lv) } .

Beweis:

Offensichtlich ist iD(N) Untergruppe von iD , so daß noch za zeigen bleibt:

r rcr r  :
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Es gelte ä o o = i . M i t S a t z 3 . 1

6 - sL(\,o); .-
& - s & -

ergibt sich dann:

6r(.\,a) - 1

1 "2triry - 1 =:=>

+ h r i#  e  2n iv  <+  #  €  v ,

d . h .  L ( Ä , o ) :  [ ( I f  )  .

A n a l o g f o l g t a u s  ü  o  o  - f  a u c h  L ( I - A , a )  : O ( I f )

r rJ r r .

Nun gelte I(),o) : 0(1f) bzw. L(I - ),o) = 0(If),  also

6r( . r ,o)  -  "2r iS = 1,

undwegen l$ td € Z eowieSatzS. l  gr l t  ü  o q=ä.  VöUiganalog
f o l g t f o o = A .

Bevor nun die universelle Überlagerung von ln(If)' konstruiert wird,
ist es angebracht, der freien Gruppe O mit Untergruppe O(If) einen
eigenen Abschnitt zu widmen. Motiviert durch die folgenden Anwendungen,
bildet dieser Abschnitt gleichzeitig das Fundament der Integrationstheorie
(Berechnung der Perioden) bzw. der Matrixreduktion.

tr
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Satz (3.3):

Seien A und B
O - - * Z x Z

Die freie Gruppe O mit Untergruppe O(/Y)

Erzeugende von O . Man hat einen Homomorphismus

Ä - * - + ( 1 , 0 )  ,  B - ( 0 , 1 )

Bs sei

a : O ------+ Z I NZ- x Z | tr{Z obiger Homomorphismus, gefolgt von der
kanonischen Abbildung

V  x  Z - - + Z I N Z  x  Z I N Z -
Sei iD("ff) := ker a

Dann gilt:

O(/ [ )  =  {C = lu t  Bt ' |  . . . . .  A 'k  Bt 'h  eO /  t  r ;  =  D/r i  
=  O(f l ) }

Beweis:

" ) t '  '

Es ist
"(C) =

=

=

a  ( A t  B , t r  .  . . . .  A u h  B r h )

a(A)ur  .a(B1t ' r  .  . . .  .  o( / )v*  .  ü(B) t ' *

a ( A ) ^  . . . . .  o ( Ä ) u k  . a ( B ) p t  . . . . .  a ( B ) u x

a(A)D"; .  a(B)Du;

1 . 1

1
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' c t '

Hier folgt aus

a ( A ) D " ; . a ( B ) D u ;  - 1 s o f o r t  / [ | D r i  u n d  n | D p i

Satz (3.4):

Ist B : iD ---r z- / Nv x z / r[Z irgendein surjektiver Homomorphismus,
so gilt ker B = O(,i!f) ; d.h.:
O(,nf) ist der eindeutig bestimmte Normalteiler von iD mit

o / o ( N )  = z l N Z x z / N 2 . .

tr

Beweis:

rrcrt

S e i w i e d e r  C = A ' r

also

Aus der Voraussetzung

B t " r  .  . . . .  A v k  B t t k

FQ) = p(4D ,, . B1a1Du;

g ( . ü D t . ß @ ) D , . = l

50

A und B sind Erzeugende von O , damit erzeugen p(A) und
P(B) (2. I NZ)z . Es gilt dann

otd B(A) = ord B@) - N
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folgt nun

N l l r r  u n d  . r r l ! r ;

"J" ist nach dem Gesagten jetzt trivial.

Sa tz  (3 .5 ) :

O(/f) wird erzeugt von ltN und 3N sowie von der Kommutatorunter-
gruppe Oc = [O , O] .

Beweis:

Beweis zerfällt in zwei Teile:

Die von [O , O] , AN , BN erzeugte Untergruppe ll ist Normalteiler

a(N) = u

l) zt zeigen ist

g t l g - 1  e I l  f ü r a l l e  g  e  O

Nun gilt:

gAN n-r = g (g-1 AN A-a n1 4u n-r

= (sg-t) 1N 1fn sAN g-r)

= 4N 14-N, d e u

Für BN verläuft die Rechnung völlig analog.

Für [A , iF] ergibt sich:

tr

Der

1 )

2)
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g(xyr-ry-t) g-t - gngx-ry-tg- '

= gryg-r ga'r g-r gA-r g-r

= gtg-rgyg-r (gxg-r)-r k,g-r)-r

= lgxg-t , gyg-r) e tl

2) o(N) = U

a) o(/r) c z./

Ein Wort C wat gegeben durch

C - Avr Bt'| Au* Bvx

Seien nun die ersten vier Buchstaben des Wortes C
und B) ,

d .h .  C =  A '  B t '  A*  B^  . . .

Betrachtet werden jetzt die ersten 4 Buchstaben:

Ö =  A '  B t 'A^  B^

Es gilt:

C = A, Bt' 4-v 4x*v 3),

= A, Bt' A-, B-t' Bp Aß+v B^

= IA ,  Bu1 Bp Aß*v B^ ,

gegeben durch A' , BP , A^

Avh Bph .

d.h. [Au , Btt)-r . i irt ein Wort mit mindestens um l reduzierter Länge.

Nun werden die letzten drei Buchstaben Bp , {x*v , Br betrachtet.
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M i t  c t = l t r t B : = n * z  u n d  7 : = A  e r g i b t s i c h :

B'AP 81 
: I;f;l ̂=il]t'*."

Sukzesssives Anwenden dieses Verfahrens auf eine beliebige Wortlänge ergibt
dann die Darstellung

C = F  A 6 B '

Dabei ist .F ein Produkt von Kommutatoren und für 6 und e gilt

6 : e = 0 ( / f )

Die Inklusion U C O(/Y) ist klar.

tr

Satz (s.6):

A(If) wirdaucherzeugtvon ÄN, BN sowieallen 7 ABA-I B-r ^l-r,  7 € Q,

also

<  1 I A , B ) l - t , A N , B N  )

Beweis:

Sei jetzt tl die von AN , BN , I AB A*r B-r ^l-r erzeugte Untergruppe.
Wie noch gezeigt wird, ist l/ Normalteiler. Weil dann ÄEÄ-L E-r = 1
in A lU ist, ist die Faktorgruppe iD/l/ abelsch.

Also gilt [O , O] C U und mit der Voraussetzung AN, BN € U
f o l g t  0 ( I r )  c U .

o(n) 
=



Es muß also noch gezeigt werden: U ist Normalteiler.

Es reicht zu zeigen, daß

7 AN ,-r und 1 BN {r wieder in ll : 1 .r AB A-r B-r .l-r , AN , BN
liegen.

Jetzt werden folgende Fundamentalrelationen betrachtet, die in jeder Gruppe
gelten.

( * )
gk+r p 6-(ß+t) 2-t = CCk D C-k D-r C-r CDC-r D-t

(** )
gpk+r 6-t p-(k+r) = CDC-I D-r D CDk g-r p-k p-r

--

Nun gilt

1 AN 1-r = b eN ,-r A-r't1 Art

Man reduziert jetzt 1 AN ,-r Ä-N mit Hilfe von (**) zo einem Produkt
von Konjugierten der Form a A a-l A-t (* * *)

l . Fa l l :  a  =  BA

o eingesetzt in (***) ergibt:

BAAA_\ B_r A_r _ BAB_| A_r _ IB , A]
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2.Fa l l :  a  =  BA- l

a A a-r A-r BA-r A AB-r A-r

BA B-L A-t = lB , Al

3. Fall: a = B B

a A a-r A-r

mit

= BBAB-r  B-1

= gp4g-t  (4-t

= BBAB-r A-r

= (B.lnYr 3-r

=  Ä 7 a ,  e 1

= (BABfr n-r

A-r

B-r BA) B-r A-r

B-r (BA B-r A-r)

B-r ) -1 BAB-I  A-r

B- t ) - t

4 .Fal l :  a  = BB-r

a Aa- tA- r  =

=

=

=

=

BB-r A@A-r1-r A-r

BB-r ABB-\ A-r

BB-r ABA-L B-r AB-r A-1

(BlA-r A-r BB-r)-r 343-1 4-r

(nA-r BAB-I A'r BB-r)-, .  IB , A)

(nn-r ( tnrr B-t)- t  (Ba-t)-t1-r .  lB ,  Al

BB-r (Anrr B-r) (BB-r)-t lB , Al

l A ,  B l t B  ,  A )

Es wird also die "Länge von B " abgebaut. Dieses Verfahren wird dann
mit einer neuen Anwendung auf [B , Aj = BAB-I Ä-l fortgesetzt.

tr
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Satz 3.7

Die Elemente ÄN , BN , p AB A-r B-r p-r , wobei p aus einem Vertre-
tersystem für die Rechtsnebenklassen von O(I{) in iD gewählt ist, erzeugen
O(lr) modulo o(/[)" , d.h.ihre Bilder O(Ir) / O(Ir)" .

Beweis :

Aus Satz 3.6 ist bekannt

o ( r f )  =  <  Ä N  ,  B N  , 1 A B A - I  B - t  t - t  l l  e a  >

Es reicht zu zeigen:

JedesElement 7 ABA-\ B-r 1y-r kannman als o pABA-I B-L p-r o-r
m i t o € O ( f f ) s c h r e i b e n .

Nun gilt:

I  ABA_T B-r .l-t = o p AB A-t B-r p-L o-r = o ö o-r

=  o ö o - t ö - r ö  =  b , ö 1 ö

B] p-t und aus lA, Bl € O(/r) folgt p lA, B) p-r e O(If ) .m i t  /  : =  p f A ,

Bemerkung:

{ A i  B k }  o d e r a u c h  { A i  ( A B ) h } ,  0 <  j ,  ß ( l t - l  i s t e i n s o l c h e s
Vertretersystem.

E

Für die weiteren Anwendungen
folgt präzisiert.

werden die Erzeugenden A und B wie
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Die kanonische ldentilikation iD mit der Fundamentalgrupp e z * z von
c - {0, 1} soll Ä auf eine wegeklasse abbilden, die den punkt 0 genau ein-
mal aber nicht den Punkt 1 umläuft. Analoges gilt für B mit vertauschten
Rollen von 0 und I . Die Umläufe sind im mathematisch positiven Sinn
gemeint. Die Skizze illustriert die vorliegende Situation.

Nun wird die universelle überlagerung p:l,l ----+ .F(ff), von .p(/V), kon-
struiert.

Satz (3.8):

Die Abbildung p :U ----+ r'(/[),

p ( r ) = ( ; ( r ) , f ( " ) , 1 )

ist die universelle Überlagerung von r(ivy mit o(/v) als Decktransfor-
mationsgruppe bzgl. p .

Beweis:
Wegen

ä ( ' ) " + 0 ( " ) N  =  Ä ( r ) + ( t - , \ ) ( r )  =  1
ist p wohldefiniert.

Die Abbildung p ist holomorph, weil die Koordinatenfunktionen ö , ü
lnd t holomorph sind. Trivialerweise ist p nicht konstant, also ist p
Uberlagerung.

Außerdem ist p surjektiv. sei dazu (X, y, 1) € r(JV)' . Nach Konstruk-
tion von r'(/f)' gilt Xtr d {0, U .

tt tg'og

BA

O I



Da Ä:l,l -----C - {0,1} die universeile Überlagerung von C - {0,U ist,
gibt es ein r Ell mit Ä (r) = lrv .

Wegen (X,Y,l) € r(Ir) gilt

1 - Ä ( r )  =  l - X N  =  Y N

Es existieren .l{-te Wurzeln mit

(A (r))+ = r (r) = (xN)+ -- €i x

für , € {0 1f - 1} sowie

( ( t * ) ) ( " ) ) *  =  ü ( r )  =  ( Y N ) *  =  € ß Y

f ü r  k  e  { 0 , . . . ,  t r f - 1 }

Wähltmanjetzt o € O mit

L ( \ ,o)  = - j  und L O -  Ä , o )  -  - , t ,

so folgt

(fr (o r) ,  !  (o r) ,  1) = 16L() 'a) f t  (r) ,6L(1-' \ 'o) y (r), 1)

= (e- i  € i  X,  { -& (ß y ,  t )  =  (X,y , l )  ,

also ist p:U - .F'(If)' surjektiv.

Zr zeigen bleibt noch

Satz (3.e):

S e i  o  €  O  u n d  j , k  e  { 0 , . . . ,  / f - U .

Dann kann man o so wifülen, daß L (\,o) - -j und L (l - \,o) - -k
gilt.
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Beweis:

Nach dem bisher Gesagten über die Erzeugenden
ofientsichlich

A und B kann man

L ( ^ ,

L ( ^ ,

A ) = o
B ) = t

A ) = 1 ,

B ) = 0 ,

- 0

- k

, ( 1  - ) ,

, ( 1 - ^ ,

wählen.

Man erhält also

und damit

Sei jetzt (s, r)

Dann gilt:

bzw.

Es folgt:

S: iD -----' Vz

o  - - - +  ( r ( ^ , o ) , L ( ( 1  - . \ , o ) )

ist ein Epimorphismus.

Trivialerweise ist dann auch die Abbildung

^ Ü ( ) , A i ) =  j ,  L Q - ^ , A i )

L ( ^ ,  B n ) : 0  ,  L 0 - 4 , 3 f r )

, ( ^ ,  A i  B \  =  i + k
L ( L - \ ,  A i  B r )  =  k

e  Z 2  u n d  o . B . d . A .  S < r  m i t  k : = r  s o w i e  j : = s - r .

. t ( 4 ,  A i  B k \  =  r * s - r  =  s

L Q - Ä ,  A i  B r )  =  l c  =  r
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(2. I Nz)z
( ,  ( 1 ,  o ) + f f  z ,  L ( l - 1 ,  o ) +  N  z )

surjektiver Ilomomorphismus.

Aus Satz 3.4 folgt jetzt, daß ker S = A(N) gilt, d.h. O(lV) ist der
eindeutig bestimmte Nomalteiler von i[ mit

Bevor nun sukzessive alle für die Matrixreduktion benötigten logarithmi-
schen Syrnbole (Perioden) berechnet werden, soll noch einmal auf die (schon
eingangs erwähnte) neue Situat.ion aufmerksam gemacht werden. Im folgen-
.rien bezieht sich das Symbol L (Lo) immer auf die Überlagerung p und

f  e  n1s1,  S=r ( /Y) - l ' ( I r ) ' .

Das Diagramm illustriere die Situation.

F(MI

.9: iD --+

o ------+

tl

p

,\

F( N)

pt

t ' - 1  . - . r  Ic - {o , l | =F f i ) t ( ,  .  } F f i )
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Zum Normalteiler O(If ) korrespondiert die Zwischenüberlagerung
p:U ----+r( I f ) ' ,  z t  O /  O(/ [ )  = Z I  NZ x Z I  NZ
die Überlagerung pt : F(N)'---* .F'(1)' vom Grade 1[2 .

Weiterhin gilt nach Definition von p:

i = t o p  u n d  i l = U r p

M i t  o € O ( , n f )

Pro ) logcN o p :

d log ,\

folgt dann:

L  ( r N , o )  =  L  ( r N  o

oz oz

= [  abgiN = tJ - J

.L (A,o) = L ( id,  o , \ ,o) =

o 2
f

=  l d
J
2

oz
t

. \ =  I  d
J
z

t
I  d log

J
i d o l o g  ) ,

sowle

also

Wegen N L (x,o) = L (cN, o) gi l t

L  ( x , o )  =

tr (t t ,  o) = L (Ä,o)

L  ( \ , o )
1
/tr

Weiterhin ist

somit

d.h. es genügt

L ( f r ,o)  = L ( r  o  p ,o )

L  (x ,o )

L  ( i , o )

L (x,,o)

L ( f r ,o)= + r (),o) =
zu berechnen.
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(3.10)

Analoges gilt für L(ü,o), deshalb wird im folgenden s bzw. y ftu ö
bzw. f notiert.

Jetzt wird sich herausstellen, daß gilt:

L ( ,  -  € r ,ÄN)  =

L  ( *  -  € i , B N )  =

L (v - €i,ABA'1

Allerdings müssen noch einige Vorbereitungen getroffen werden.

L (x ,ABA-r  Br)  = L ( ! ,ABA'L B- t )  =  0.

L  ( x , A N )  =  1 ,  L  ( y ; A N )  -  0 ,

L  ( x , B N )  =  0 ,  L  ( y , B N )  -  t ,

L (, -  qi,ABA-. B-r):  {  
- i  ' r1l

(  0  2 s j < i l - 1 ,

j : 0
1 < j s f f - 1 ,

(  1  j = o
= {  - 1  j = I

(  0  2 s j s f f - 1 ,

j = 0
L < j < f l - 1 ,

(  - r  j = o
B - r ) = {  0  1 < i s N - 2

(  r  j = I [ - 1 ,

0 ,

0 .

0 ,

tfl
B-l

L ( y - € x , A ' " ) = i ",  L U

L  ( v  -  ( j , B N )  -  o ,

L ( ,  -  e t i  y ,ABA-r

L ( * - e € i  y , Ä t )  =

L ( r - e € i  U , B " )  =
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Bei der Berechnung von -t (r-{i, ABA-r B-1) kann man nicht die "volle"

Linearität von .t ausnutzen, weil Ä bzgl. der überlagerung c - (j k"in"
Decktransformation ist; dies ist nur bei ABA-|, B und B-r möglich,
genauer:

Es liegt folgende Situation vor.

Die Überlagerung ) hat eine Faktorisierung ) = r o p . Es gilt dabei
Ä = ( c  o  p ) N  u n d  1 - A = ( g  o p ) N  Z v  Ü b e r l a g e r u n g  p  g e h ö r t
die Decktransformationsgruppe O (If) . Da r und y F\rnktionen auf
.F'(If)' bzw. r'(If) sind, kann man auch nur die Additivität für o's
aus O (If) benutzen. Ansonsten ist die noch zu beweisende Gleichung
L  ( f , l  o ' y - r ) =  L  ( f  o  1 , o ) ,  f  E  " ( 2 . 2 ) ,  

? €  Q  a n z u w e n d e n .

Deshalb wird gezeigt:

'  Sa tz  (3 .11) :

S e i  /  a u s  ( 2 . 2 )  t  o e $ ( / f )  u n d  7 € i D .  D a n n g i l t :  ̂ t o t - r  € O ( 1 f )
sowie

i )  n o 7  - ( ' ( r ' r ) c

i i )  Y o ' l  - E L ( t - ) ' r ) ,

iii) (r - €i) o .,t = 6(r'r) (r - Er-r(r"r);

i " )  (y -€ \  o . r  =  6 r (1 - ) ' r )  @-€ i -L ( r -^ ' t ) )

v)  ( r -e f iy)  o 7 = (r() ' r ) ( r -e{ i -L( \ , t )+r,( r - . \ ' r ) r ;  ,

d .h .wenn  /€  
" (2 .2 )  und7€O,  soun te rsche ide ts i ch  f  o l  von  /

nur um eine multiplikative Konstante c € C* .
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Beweis:

Aus Satz 3.5 folgt sofort ,,1 o 1-r € o (/r) , wffi aber auch wie folgt

einzusehen ist:

L ( \ , 1 o 1 - ' )  =  L ( ) , r ) +  L ( \ , o ) - I ( ) , r )  =  , [ ( ' \ , o )  : 0 ( / V ) '

Die Behauptungen i) und ii) wurden schon in Satz 3.1 gezeigt.

Nun gilt weiter:

iii) ( r - € i )  o ' f  =  r  o  ^ l - f '  =  ( L ( l ' r )  r - € i

= 6r(rn; (c - fr-r(r'r);

( g -€ i )  o  7  =  y  o  ^ t - { '  =  6 r (1 -Ä '1 )  U -e i

- 6l(r-),r) (y - 6j-r(t-r'r);

( r - e € j y )  o  1  =  x  o ' t -  e € i Y  o  ^ t

= €t(Ät) r - e (i 6r(1-)'r) ,

- ff,(),r) @ - e qi-L@,t)+L(t-rn) g)

Korol lar (3.12):

Unter den Voraussetzungen von Satz (3.11) gilt:

i )  L ( i , t o ' Y - r )  -  L ( f  o ' t , o )

i i )  L ( " f , o )  =  L ( f , o ) ,  c € C *

iu)

v)

tr

64



Beweis:

r ) L  ( f  o  1 ,o ) t- t
- t

0 1  ' z

J
1-l z

o1-"
f= l

J
1-l z

" (+)
d'(f o t) :

f o t
- t

1 0 1  
' Z

f  d f
= l :

J f

d(f o t)
f " t

=  L ( f , ?  o  ? - t )

Es ist klar. daß

f o l

trivial

In Satz (3.6) wurdegezeigt, daß iD (.rt) von 'y ABA-L B-L'l
und AN , BN erzeugt wird. Wegen ABA-r B-t , AN , BN
kann man aufgrund von Korollar (3.12) für beliebiges f e
o € O (,i!f) das logarithmische Symbol L (f,o) berechnen,
L(f ,  ABA-1 B-1) , L (f ,  ÄN) und L (f ,  BN) kennt.

Satz (s .13) :

Für Ä,.B e O gi l t :

L (x ,  ABA-1  B-1)  =  L  (a ,ABA-r  B-1)  =  0

L ( x ,  A N )  =  1

L ( x ,  B N )  *  g

L ( v ,  A N )  -  s

L ( y ,  B N )  =  t

f " I ein Element von .E(^9) ist, denn es gilt

o  o  =  f  o  l o 1 - r  o  1  =  f  o  I

ll,l

tr

- 1  
, 7 € 0

€ o ( n )
(2.2) und
wenn man

i )

i i)

iii)

iu)

v )
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Beweis:

i )

i i )

iii)

iu)

v )

L (t ,  AN) =

L  ( x , B N )  :

L (v, AN) :

L  ( v , B N )  =

Ä und B sind Erzeugende von iD mit

L  ( ^ , A )  =  1 ,  L  ( L - . \ , . 4 , ) - 0 ,  d . h . e s i s t

L (x, ABA-| B-t) = # L (^, ABA*r B-t) = o ,

da ABA-L B-L Kommutator ist. Völlig analog ergibt sich

L (y ,  ABA-1 B-1)  = # L (^ ,  ABA-1 B-1)  = o

N L ( I , A )  =  L ( r * , A )  =  L ( ^ , A )  -  1

N L ( x , B )  =  L ( r * , 8 )  =  L ( ^ , 8 )  =  0

N L ( y , A )  =  L ( y N , A )  =  L ( I - 4 , Ä )  =

N L ( y , B )  =  L ( y N , B )  =  r ( 1 - . \ , 3 l )  =

0

1

tr

Nun erfolgen einige grundsätzliche Betrachtungen zur Berechnung von
L ( ,  -  € i ,o )  ,  L  (y  -  { i ,o )  und L  ( *  -  € iy ,o )  .

Es gilt:

' ( ; - € € i ,o )  *  L@,o)  =  t  ( ,  ( t - ' r , )  , " )

=  t '  ( x - t € i  v , o ) (3.14)

Für o e {AN, BN, ABA-1 B-1} ist L (y,o) bekannt, so daß noch
t (t - e ti,o) zu berechnen ist.
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Definition (3.15):

Fü r  o€ iD  se i

Ut

Uz

Us

i i )  ! o o =

Wei l  I ( c , . )  und  L ( I - . \ , . )  Homomorph ismenvon  0  nach  Z INZ
sind, sind Ur, Uz bzw. Us Normalteiler in iD .

Die Einführung dieser Gruppen geschieht deshalb, da A bzgl. der Über-
lagerung x - €i keine Decktransformation ist. Diese Problematik wurde
schon besprochen.

Satz (s .10) :

Es gilt:

i )  n  =  r  o  o  Y o e U r

i i )  y - y o o  Y o € U z

i i i )  e - e o o  Y o e U s

Beweis:

i )  t  o o

{ o € o  l L ( ^ , o )  =  0 ( f f ) }  ,

{ o e  0 l L ( r - A , o )  : 0 ( I r ) }  ,

{ o e  a  l L 0 , o ) - L  ( 1  - ) )  =  0 ( / r ) }

4LQ,,o)* = "T L(\ ,o) ,  _ I .a = a

6l(r-Ä,o) y = e2ni 
! (P 

U = L.y =
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iii)
r  too  eL(^ ,o ) ,  _  sL( \ ,o )_L(L_\ ,o ) r- O O = - -

Y  a o o  f r ( l - ' \ ' o ) g  
-  s  

U

- " " " ; ' ! W *  - L . 9 = 2

Aus Satz

y v

(3.16) folgt sofort (3.17) :

( r - { i )  o  o  =  x  o  o - ( i  -  r - t i

( y - € i )  o  o  =  y  o  o - ( i  =  y - e , i

/ r  . \
( 3 - r g i ) o o = ! o o - e e i -
\ y  -  /  y  -

i )

i i )

iii )

Y  o  € U r

Y o € U z

' - r € j

v
Y o € U s

Jetzt werden die Perioden

L (, - Ei , ABA-r B-r , L (y - €j ,  ABA-1 B-1) und

t  G-eEj ,  ABA- t  a - t )  be t rach te t .

Ziel wird es zuerst sein, einfachere Ausdrücke zu finden, die leichter zu be-
rechnen sind.

Es gilt:

L (* - gi,  ABA-| 3-r1

L ( ,  -  Ei ,  ABA-1 + L (r  -  € i  ,  B-t)

L ( ( r - { i )  o  Ä , 8 )  +  L ( r - € r ,  B - 1 )

L ( ( r - € i )  o  A , B )  -  L ( * - e i  ,  B )

L (qr,o,a1 (c - 6j-r(r,ü), B) - L (, - ti , B)

L ( r - ( i - r ,  B )  -  L ( r - € i ,  B )
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L (y - gi, a34-r g-r1

L ( v - € j ,  A )

L ( v - € i ,  A )

+ L (t - 6i, BA-1 B-r)

+ L ( l  -  E i ,  BA-1 B-1)

=  L ( y - { i ,  Ä )  +

L (v - €, j ,  A)

L (v - €, j ,  A)

=  L ( y - ( , r , ,  A )  - L (y -  e i - t ,  A)

, ABA-Ig-r1

L ( 1  e l i , . t a )  *  t ( ö - € € i , A - r B - L )

t (i - ei, AB1 * t (t - e €i, B @n1-ty B-ty

L ( f r - e 4 i ,  A n )  +  L ( ( t - € € i )  o  B ,  A B )

t  ( f r - e q i , . t n )  -  L ( i @ - e ( i )  o  B ,  A B )

+

+

L ((y - 6i1 o B, A-r)

tr ({rtr-.r'a, (o - 6j-r(r-r,r))

L (v  -  6 j - t ,  4- t ;

, o-r)

L ( 1 - € € i

L ( t - e € ' ,

L ( t - ' € i ,

L  ( i  - ,  € j ,

L ( f ; - e ( i ,

AB) * L (+ €"Q,") (r- e Ei-L(\,8)+i(1-),8) ü , AB)

A B ) - t  G e @ - e  6 i + 1  y )  ,  A B )

A B )  -  L ( € G - 6 f i + l ) ,  A B )

AB) _ , AB)t' (t e (j+t

69



Insgesamt gilt also:

L (, - qi, ,  ABA-I B-r) =

L (s - 4i,  ABA-I .B-1) =

L ( t  e  € i ,  ABA-I  3- t )  =

L (, - t i-r, B) - L (, - (, i, B)

L ( y - e i ,  A )  -  L ( y - e i - I ,  A )

L ( t - e E i ,  A B )  -  t  ( 1 - € t i + r ,  A B )

(3 .18)

Bevor nun -t (r - €r, B) berechnet wird, zuerst eine Vorbemerkung.

Man setzt:

, N  =  z  a ; u f  C - ( - m , 0 ]  m i t  u ( 1 )  =  1

Nun gilt:

r N :  Ä * u N  =  ( u o A ) N  = = = +  r  =  € ß ( t o o Ä )

E s w i r d a l s o  r  s o g e w ä h l t , d a ß  r = ) * u : 7 D o . \  u n d  ? r N = z  ( a u f  0 )
m i t  u ( 1 ) = 1 g i l t .

Wählt man eine andere Normalda,rstellung, so kann in den Ergebnissen (Pe-
rioden) und damit in der Matrixreduktion eine Einheitswurzel (e erschei-
nen, die aber mit der gerade getrofenen Wahl vermieden wird.

Es ist jetzt:

L ( r - ( t ,  B )  =
d,u

-
r - e r

Buo
I f

I
hri J

uo
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Buo
T I

t
2tri J

UO

_ 1 f
2riN I

rro

u

Buo

\- (lz)
N cN-1 (, _ fi)

A* d,z

)* (t l ,N-l  ( ,  -  €i))

dz
;F:T@)

u d,z
; 6

d,z
-
(u -  ( r )

tu (uN-l + tuN-2 + ...  + tr + 1) dz

L f
- l

2riN J
lB

l l
I

2riN J
Is

Ofiensichtlich ist das Integral im Falle i + 0 gleich Null, denn der Wert
€: wird nur für j = 0 , also für 6j = 1 angenommen.

F ü r . j = 0  g i l t :

1 t
2triN J

Is

_ 1 t
ZtriN J

le

ur (taN-t

a

*  u tN-z  +  . . .  *  t r  *  1 )

z - l

N z 1,_, . nes pli)

= 1

lnsgesamt hat man damit

L  ( ,  -€ r ,B )  =  
{ ;

f ü r  j = 0
f ü r  r S j < / r - 1
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Völlig analog erfolgt dann die Berechnung von ,t (y - €,i,Ä) , d.h. es gilt

L ( v - E i , A ) = { 1  f ü r  j : o
L u  1 < i s l v - 1

Offensichtlich gilt dann auch

.  :  ^ r .  ( N
L  ( ,  -  € t , 8 "  )  =  {  .t 0

f ü r  j  = 0
f ü r  L  (  j  <  N  - I

sowle

L ( y - € j . Ä N ) = l I  f ü r  i = o
! ' r ^  r - t 0  f ü r  L 3 j < l f  - 1  ,

da der Komposition von Decktransformationen der Multiplikation der Ho-
motopieklassen entspricht. Die Wege werden dann mit .ft -facher Geschwin-
digkeit durchlaufen. Als weitere Konsequenz nach Wahl der Erzeugenden
ergibt sich demnach

L (,  -  €j ,  ÄN) = o bzw. L (y  -  f i ,BN) = o

Mit Hilfe von (3.18) folgt

L  ( ,  -  E i ,  ABA- \  B- t )  =

/ Y - 1

Völlig analog berechnet man

L (y  *  6 i ,  ABA- |  B- t )  =
n - 1

(  - I  f ü r  i = 0
{  1  f ü r  i = L
(  o  f ü r  2 3 i S

(  |  f ü r  i = 0
{  

- 1  f ü r  i = L
(  o  f ü r  2 S i S



Es folgt die Berechnung von L (ä - e (t,AB). Man wfült ro holomorph

a u f  C - [ 0 , 1 ]  m i t  u N  - f r  u n d  t r , ( m )  = e ,  \ * 1 D = s .  E s g i l t d a n n
,N(*) = -1 und ()..)N = (f )N . Unter Beachtung von d,z = -22d. (l)

und -lfurN-r d,ut = d (*) = 
& erhält man

t q  e g i , . t a 1

d ( j )

t - e € i

d,w

w - e ( i

wdz

N z ( r - z ) ( w - € € , i )

wzd, (L,)
I r ( 1 - z ) ( w - e ( i )

I ist lokale Karte auf 0* . Das letzte Integral ist nun die Summe aller
Residuen des in C - [ 0, L] meromorphen Integranden außerhalb des Weges
tÄL !

Nun sind die Funktionen ü' , ft in 0 - [0,1] holomorph, ebenso #
für  j f  0 ,  dadann u n i rgendsdenWert  €€ i  annimmt.Für  j lO is t
a l s o  - L  ( t - t  ( i ,  Ä B ) = 0 .

S e i n u n  j = 0 ,  d a n n g i l t :

ABto1 t
2ri, J

üo

1 t
2ri. J

l e n

T f

2"i J
l e p

= * l
t;L

( w - e )  =  6 und (: - t)( :  - ' ) ( , : , " - '+  . . .  + f  +r )
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=  ( : ) "  - 1 -  - ( r N + r ) I  z  \  - 1
=  - l - T r f  =  -

\ L - z ' /  I - z

t ( 1  * , AB)

I
t;L

( * )

(r

J
' - 1
AI

ltt '-ro (

' a

1= -
2ri

{2
( : )

- ,  ( ( * ) N - 1  +  . . . + 1 + 1 )
e N

)"
- 1  + . . . + f  + t )

lr=* . Res "" (|)/r

- € ( 1 + . . .  + 1 + 1 ) 1

Mit (3.14) und (3.18)ergibt sich schließlich

L (, - e t ig, ABA-| B-L -

Nach diesen Betrachtungen gilt dann ofiensichtlich auch

t ' ( i - e 6 j ,  Ä N ;  :  g  s o w i e

L ( t - e 6 j , B N )  -  - 1  ,  d . h .

eN

( -l fiir

{ 0 f ü r
l. 1 für

j = 0
L < j < N - 2
j = N - t
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unter Beachtung von (3.14)

L ( r - € t i y ,  . 4 N )  =  0  ,

L ( * - e € i y ,  B t )  =  0

Damit wurden alle für die Matrixreduktion benötigten Symbole berechnet.
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3. Die Matrixreduktion

Jetzt wird der Beweis für Theorem L abgeschlossen. Der direkteste Weg

um die Struktur der Gruppe D* | f* zu erhalten, ist natürlich alle Funk-

tionen auf .F(/f) zu finden, deren Divisoren Elemente von f* sind;

und das sind alle Funktionen, die Pole oder Nullstellen höchstens in den

unendlich fernen Punkten besitzen. Die multiplikative Gruppe dieser Funk-
tionen modulo 0* wurde mit l,l@ bezeichnet. U* wird nun dadurch
explizit bestimmt, indem man alle Elemente auflistet, die ofiensichtlich zu

Z/* gehören; dies geschah in (2.2), und die noch zu vollziehende Matrixre-

duktion liefert dann die restlichen Elemente eines Erzeugendensystems von

Mer* (f (,lf ))/ A. . Durch die kanonische Isomorphie Z/* ---'- f* kann

man auf die Gruppenstruktur von D* I F* schließen, genauer liegt fol-
gende Situation vor:

Es war
f * *  c  f *  c  f *  c D *  ,

D* I f** = (z I uzs st'r-r

f*l F** * (z / Nz)" ,

sowre

f* / f. ,--, D* f F ----- D* I f*

mit

D*l f* = (z I NzTeN-e

Die Matrixreduktion wird nun folgendes Ergebnis liefern.

Außer drei m';s, 1 < i I t, werden alle anderen Diagonaleinträge
tnrs Tn2, ... t rnt I sein, d.h. für ungerades N ergeben sich diese drei

mls zr ff, fl, .l[ und für gerades N nt ff, il, N /2 .
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Aufgrund von Satz (2.12) mit r = t, n = N und n; = rmi ergibt sich

dann die Struktur von D* | f*

Wie aus Satz (3.7) bekannt ist, wird O (If) / [ O (/[), O (If) ] von den
Elementen AN, BN rnd, pABA-r B-r p-l erzeugt, wobei p auseinem
Vertretersystem für die Rechtsnebenklassen von O (/f) in O gewfült

wurde. Wählt man als Repräsentanten

A k ( A B ) ^  m i t  0 < k i = r t  m 1 N - 1 ,

so ergeben sich die Erzeugenden zu

(Ak (AB)\ ,qnrt 3-t 1tx (AB)^ )-r ,

4 N  ,  ( 0 ( k ,  r n < l f - l )

BN

(4 .1)

Die Konjugierten von ABA-I B-r werden jetzt so angeordnet, daß alle
festen Potenzen von Ä in einem Block erscheinen, wohingegen die Potenzen
von B innerhalb eines Blockes in aufsteigender Reihenfolge notiert werden,
bzw. man ordnet die Konjugierten von ABA-| B-L lexikographisch bzgl.
des Paares (lc, rn) an.

Die Funktionen aus (2.2) werden wie folgt angeordnet:

v - t t  ,

- - l i
t

c - e ( i - t ,  ,

T ,

v

j  =  0 , . . . , f l - 1

(4.2)

nn, ,



Somit werden bei der zu reduzierenden Matrix die Spalten durch die Funk-
tionen, bzw. die Zeilen durch die Erzeugenden wie folgt induziert.

y - 1 . . . y - € N - t  x - 1 . . . x - { N - r  x - c { - l y . . . x - c € N - 2 y

(A, B)
(ABXA, BXAB)-t

1en;N-; 1e, B)(AB)-{N -r l

e*1e., n1e-'
(At (AB)XA, BXAk (AB))-r

I
' l

(Al  (AB)N-1 ) (A,  BXAI (AB)N-r  ) - '

A"- t (A,B)A-(N-I )  I
(AN-r (AB)XA, BXAN-1 (AB))-r

: l

1lr-t  l l tN 
-1 

;1e, n;1eN-1 (AB)N 
-r 

)-t
I

(Ausnahmsweise wird hiet ABA*r B-L mit (Ä,.B) bezeichnet.)

Aus Bequemlichkeitsgründen wurden die Zeilen für ÄN und BN erst einmal
fortgelassen. Unter Berücksichtigung der elementaren Spaltenumformungen,
einer ganzzahligen Linearkombination entspricht einem Potenzprodukt bei
den Funktionen, werden diese Zeilen später hinzugefügt. Ebenso wurden die
Spalten für die Funktionen c und y noch nicht berücksichtigt; da die Ho-
momorphismen L(r, ) und L(V, ) auf IO,iD ] verschwinden, bestehen
diese Spalten aus den Nullvektoren, d.h. diese Spalten werden später mit
den Zeilen für AN und BN berücksichtigt werden. Die jetzt zu reduzie-
rende Matrix besteht also aus 1[ "Blockzeilen" und 3 "Blockspalten".



Mit Hilfe von Teil 2 ergibt sich jetzt die erste Zeile der Matrix bezüglich
ABA-L B-r zt

y-tt  c-et o-e( '-r O

1 - 1 0 . . . 0  - 1  1 0 . . . 0  1 - 1 0 . . . 0

Die übrigen Zeilen werden wie folgt kompletiert. Für die erste, aus Blöcken
bestehende, Spalte gilt

(4.4)

Weil diese Gleichung unabhängig von k ist, stimmen alle /y Blöcke
in der ersten Spalte überein. Weiterhin ist jede Zeile in einem solchen Block
eine zyklische Permutation der ersten Zeile. Damit ergibt sich ein Block
8117 211

BtN =

0  . . .  0
0  . . .  0

- 1

1  - 1  0
0 1 - 1
0 0 1

1  - 1

0 1- 1

Bemerkung (4.5):

Gleichung (4.4) sieht man folgendermaßen ein. Definiert

,,t := Ak (AB)* , so ist

man
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1-r = (Ak (AB)^ )-t und wegen (3.12) gilt

L (y - €i , .t AB A-r B-r t-r)

=  L ( ( V - f i )  o  1 ,  A B A - I  B - r )

Es war (s. (3.tt))

(y - €i) o 1 = 6i(t-)n) @ - €i-L 
( l-r"v)) ;

mit
L  ( l -  ) , ? )  =  I  ( 1 -  \  , ,  Ak  (AB) - )

'  =  L ( l - \ , A k + ^ B ^ ) =  L $ - ) , Ä ß + - ;

+  L ( I - ^ ,  B ^ )  =  0 * r n  =  r n

folgt

( y - € i )  o  7  =  ( ^  @ - € i - ' " )  ,

also

L (€^ @ * ei-^) , ABA-I 3-r1

= L (e^ , ABA-| B-t1

+ L (y - €,i-^ , ABA-| B-t1

: L (y - ei-^ , ABA-| 3-r1

fI
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Sei weiterhin die Permutationsmatrix P gegeben durch

0  1 0 0
0  0 1 0
0  0 0 1

0
0

P _

1
0

dann kann man den Block Brrv schreiben
die Einheitsmatrix bezeichnet.

Briv = f - P r w o b e i

Für die zweite aus Blöcken bestehende Spalte hat man

L (, - €,i , (Ah (AB)^ ) tnrt B-r 1t* @B)'\-t)

= L (x_€i-r-^ ,, ABA-I B-r)

0
0

als

(4.6)

Diese Gleichung ergibt sich völlig analog za (a.a), d.h. wie in Bemerkung
(4.5) .

Betrachtet man den ersten Block dieser Spalte mit & = 0 , so ist wiederum
jede Zeile eine zyklische Permutation der ersten Zeile, d.h. dieser Block sieht
folgendermaßen aus

=  _ ( 1 _  P )

* 1  1
0 - 1

0
0

- 1  1  0 0
0  - 1  1  0
0  0  - 1  1
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Bezüglich eines beliebigen k's , ist aber die (o - (r)-Spalte gerade die
(r - (r-k)-spalte des ersten Blocks. Man erhält also den betreffenden Block
vom ersten Block indem man die Spalten zyklisch nach rechts k-mal per-
mutiert, d.h. ein Block ist gleich -(I - P) Pk .

Schließlich gilt für die dritte Blockspalte

L (, * e(-tu , @k @B)n) ABA-I B-t (/x (ÄB)-)-t)

= L (x - e Ei-x-t,  ,  ABA-r B-r) (4.7\

Wiederum verifiziert man (4.7) völlig analog zu (4.4) .

Weil die Gleichung (4.7) unabhängig von rn ist, sind alle Zeilen in einem
gegebenen Block identisch. Weiterhin erhält man alle weiteren Blöcke vom
ersten Block indem man wie vorher alle Spalten zyklisch nach rechts per-
mutiert. Bezeichnet man also mit Q die Matrix

a -

so können die Blöcke der dritten Spalte offensichtlich als Q, Q P, . . . , Q PN-t
geschrieben werden.

Damit lautet die vollständige Matrix

)[1,1 :

-(r - P) Prv-t
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Diese Matrix wird nun reduziert; gleichzeitig werden dabei die Anderungen

der Funktionen durch die elementaren Spaltenumformungen festgehalten.

Subtraktion der ersten Blockzeile, bestehend aus den Blöcken I - P ,
-(I - P) und Q , von allen anderen Zeilen ergibt die Matrix

Addiert man die erste Spalte
erhält man

(I - P, 0, . . . ,  0)r zur zweiten Spalte, so

Durch diese elementaren Spaltenumformungen gehen also die Funktionen

c - 1 , o - ( , . . . , a - ( N - t

über in

( " - t ) ( y - 1 ) ,

- (1 -  P )  (PN- l  -  / ) q lriv-l _ /)

-g - P) (PN-1 - r) q g N - t _ \

83



Nun gilt

P k ' r  - I  =  ( P r - '  +  . . . + / )  ( P - 1 )

Multipliziert man die zweite Blockzeile (0, -(f - P) (P - I), Q (P - /))
von links mit (fx-z + ... + 1) und subtrahiert sie jeweils von der &-ten
(Block-) Zeile für /c = 3, ..., If , so ergibt sich die Matrix

: : :
t l

o  I  o  l a ( r i v - t - / ) - ( / f - 1 ) Q g - r )
t l
l .

Die dritte Blockspalte ergibt sich dabei wie folgt. P ist Permutationsmatrix
und in A sind jeweils die Einträge der Spaltenvektoren identisch. Es gilt
also PQ = Q ; alle Eintrlige in A werden somit durch P festgehalten,
und schließlich hat man noch

( r * - z + . . . + r ) = Q ( k - r ) Q

Die folgenden zwei Lemmata ermöglichen es, die Teilmatrizen I - P und
(P - I)' zu reduzieren. Aufgrund der Konfiguration der vollständigen Ma-
trix ist aber dabei zu beachten, daß sich dadurch auch A und QP - Q
ändern. Um die Umformungen übersichtlicher zu gestalten, wetden die Lem-

mata erst in Teil 4 bewiesen.

".!ir{q{f

Q E - I )

Q e r - 1 ) - 2 Q e - r )
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Lemma (4.8):

Die (1r x lf)-Matrix I-P
Gestalt

kann durch elementare Umformungen auf die

gebracht werden.

Dabei werden die Funktionen

u - r ,  y - € ,  . . .  ,  u - € N - t

durch elementare Spaltenumformungen in

N-1

u - 1 ,  y - t  ,  . . .  ,  u - { N - ' ,  f l  ( y - € j )
j=o

übergeführt.

Durch die elementaren Zeilenumformungen erhält man 8' aus Q mit

Q , =

( ^ ;
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Lemma (4.9):

Die (/[ x /[)-Matrix (P * I)2
die Gestalt

kann durch elementare Umformungen auf

gebracht werden.

Hierbei gehen die Funktionen

( ' -  t )  ( y - t ) ,  ( *  - € )  ( y - f ) ,  . . . ,  ( " - { N - t )  ( y - € N - ' )

durch Spaltenumformungen über in

f r  f ' - f i ) ( y - € i )  ( o < - < n - 3 )
j=o

N - 2

fI ((' - €i) (y - 6j;1rv-t-r' ,
j=o

N-1

f l  ( '-  €j) (v - ( j)
i=o

[* ' ' , i ; )
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Durch die elementaren Zeilenumformungen erhäilt man die Matrix

- ( N - 2 )  2 ( N - 2 )  - ( n - 2 )  o  . . .
- ( N - 3 )  2 ( N * 3 )  - ( n - 3 )  o  . . .

- i  ;  - i  o
( N - 3 ) N l 2  - ( / r - 3 ) l v  ( N - 3 ) N l z  o  . . .

- I f  2N - rv  0  . . .

a u s  Q P - Q .

Mit (4.8) und (4.9) ergibt sich dann die Matrix

0
0

0
0
0

/ r - 1
N - 2

-(rf - 2)

- 1
( n - 3 ) +

-/[

-(n - 1)
-(n - 2)

2 (N -2)

-(/r - 3) /v
2N

Q P 2 - z Q P + Q

-(/f  - 2)

- i
( n - 3 ) g

-1V

1
iV

0
0

0
0

0
0

0
0

0

0
0
0

0

0
0
0

0 0

Ix-z  :  :
0

0 . . .  0  . l f  0
0 . . .  0  0

( e p v - r _ ( n - 1 ) .
Q P  +  ( N  - 2 ) Q )
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Von nun an werden auch die Nullspalten bezüglich der Funktionen
N- l  N- l

|| (y - fr) und II (r - €r) (y - €r) fortgelassen. Auch die Funktionen
j=O j=O

selbst werden nicht mehr berücksichtigt, denn man kann sie durch Funktio-
nen erzeugen, die später noch addiert werden:

( s _ ( i )  =  _ r N  ,

( '-  €i) (y - €i) - ,*s*

= y N  ( t " - # )  = y N - l = - c N  ,

w e g e n  r N + y N  =  l .

Völlig analog folgt

(r - ( ') =  - y N

N-r

I
j=o

N - 1

il
j=o

(4 .11)

Bemerkung (4.11):

(4.10) sieht man wie folgt ein. Da r und y Elemente ungleich Null des
Funktionenkörpers Mer (,F (/f )) sind, gilt:

( v - € j )  = E,( ' - f  )
N-1n
j=o

N-1

il
i=o
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also insgesamt

lv-1

II ('- (i) (v - €i) = ,N aN
j=o

Ferner enthält der erste Block der ersten Spalte die Binheitsmatrix /rv-r ;
die Einheitsmatrix Ix-z ist Bestandteil des zweiten Blockes der zweiten

Spalte. Man kann also weiter vereinfachen zu

1r-r

-tr

-(,1!r - 3)Ir (,rr - 3) +
2 N  - N

Q P 2 - z Q P + Q

u
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Für die beteiligten Funktionen heißt das:

( 1 )  x - t - r v  ,

( 2 )  r - e y  ,

(3)  r -€eu ,

(Ir) * - ,r*-'n

('-e€-'y) (g,'-6,;-(iv-r,,) (g (g,, -€d) (s- €'r'- '- '),

(,-ey) (g,, - {i)N-,-i) (p; (g,, - (i) (y - *',) 
-'�(N-'�- ')),

(r - e€s) (:f tl, 
('- (') ru - e'r)'-'-') ,

t - e € 2 Y  j

(1 )

(2)

(3)

(4)

(lr) * - e(N-2,

Jetzt wird die dritte Blockspalte betrachtet. Alle Zeilen des Blockes
Q P x - r -  ( k  -  r )  Q p +  ( k  -  2 )  Q ,  k  =  3 , . . . , y ' r ,  s i n d  i d e n t i s c h  u n d
kann man schreiben als
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(f)
I

( 0 ,  . . . ,  0 ,  1 ,  - 1 ,  0 ,  . . . ,  0 )  +  ( 0 ,  - ( k  -  1 ) ,  , t  -  1 ,  0 ,  . . . ,  0 )

+  ( k - 2 ,  - ( k  - 2 ) ,  o ,  . . . ,  o )  ( 4 . r 2 )

( 0 ,  . . . ,  0 ,  1 ,  - 1 ,  0 ,  . . . ,  0 )  +  ( k  -  2 ,  - z l c  +  3 ,  k  -  1 ,  0 ,  . . . ,  0 )  .

Dabei steht die 1 (s. (*) ) in der ersten Zeile an /c-ter Position. Für ,b = 3
oder k = ,l[ ergeben sich die Vektoren zu

( 1 , - 3 , 3 , - 1 , 0 ,  . . . , 0 )  u n d  ( / f  - 3 ,  - 2 N  + 3 ,  f l  -  1 ,  0 ,  . . . , 0 , 1 ) .

Die übrigen Vektoren, 4 < k < .lf-1, liest man unmittelbar aus (4.1,2) ab.
Man hat also (ein Block wird durch eine Zeile repräsentiert) :

o

(N - 3)N 12
-lr
IT

I

-(Ir - 3).rr
2N
-Ir

-3
-o

- 2 k + 3

:
-2.tr + 5

(N -3 )N12
-n
0

3
3

k - r

N  - 2

2

k - 2

/ f - 3 I

0
0
0

0
0

0

0
0
0

- 1
T
0

1 { - 3 -2N  +3 I r - 1
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Die Plazierung der Zeile (0, ..., 0, -fl, 0, ..., 0) ergibt sich nach offen-
sichtlichen Zeilenvertauschungen. Eine weitere Reduzierung ermöglicht

Lemma (4.13):

Die [(/r + 1) x N] -Matrix

(.rr - 3)N/2 -(N - 3)/f (N - 3)Nl2
-If 2N -Ir
.fr -ff 0

0
0
0

0
0
0

-3 - 1  0 0

2

k - 2

/ [ - 3

- b

:

-2k+3

-2l[ + 5

3

k - 1

N - 2

0

0

1  - 1  0

0  1  - 1

- 1

N - 3  - 2 N + 3  f f - 1

kann durch elementare Umformungen auf die Gestalt

0
r(n)

0

gebracht werden.
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( ' - e { - ' y )  ( g , , - 6 j ; - ( r v - r , , )  ( , q  ( g , ' - r i )  ( s - r ' , ) ,

(, ey) (g,,- {i)N-,-i) (H (g,' - €,) (y -,',) 
-'�(N-'�-')),

(,  -  e€v) (,g" (ü,,o -€i) ru -e' l)N-'- ' ) '

Dabei gehen die Funktionen

(1 )

(3)

(4) x * e€2y

(N) c - e€N-2y

durch Spaltenumformungen über in

(2)

N - 2

(1) lI
,=o
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(t - eEi-ro) (r - ey) (ü - e€ü ,

x -  e€2y

( I f - 1 )  x - e ( N - z O  ,

N-r
(/r) fI (' - e€i-tu)

,=o

Bei den Zeilenoperationen wird weder die erste Zeile mit einer anderen Zeile
vertauscht, noch ein Vielfaches der ersten Zeile z'u einer anderen Zeile
addiert.

Lemma (4.13) kompletiert die Matrixreduktion. Wie bereits a,nfangs erwähnt,
werden jetzt noch Zeilen für ÄN und 3N sowie Spalten für r und y
addiert. Es ergibt sich somit die Matrix

(3)

(4)

A,/
Btl

f i y

/rv-r I o o o o

o
0

ö
0 l v

Ix-z

0  . . .

o o o

o o

E(N) o
0 . f [ o

o /rv-s
o o

* * * 1 0

* * * 0 1 1
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Aus dieser Matrix wurde weiterhin eine Nullspalte bezüglich der Funktion

( r - e ( i - r y ) - 1 (4.14)

und eine Nullzeile (unterhalb liv-g ) entfernt.

Die logari thmischen Symbole L (r ,AN) = L (y,BN) = 1 und L (x,BN) =
L (V,AN):0 wurden schon berechnet. Nur die Perioden in den untersten
zwei Zeilen sind noch nicht bestimmt worden; man braucht sie aber auch
in den meisten Fällen nicht explizit anzugeben, da sie durch offensichtli-
che Zeilenoperationen in die Nullzeile umgeformt werden können. Allerdings
müssen die Einträge in den Spalten mit /Y, E (N) und .lf berechnet wer-
den. Die Funktionen bezüglich dieser Einträge sind:

N-2

lI ((' - (i) (y - 6j;;iv-t-r ,
j=o

( '  -  ( j )

N- l

II
j=o

N-2

TI
j=o

N - 2

il
l=O

(4.15)
(t - e(i-ro1

(x - e€i-.tu\"-t- '

\  s - € '  /
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Mit Hilfe von Teil2 ergibt sich dann folgende Tabelle.

L  U , A N )  L  U , B N )

t;1'((, 
- fi) (y - gj;1.-r-i

l =0
/r (/r - 1) /r (/r - 1)

N-2n
j=o

rylLr,�@ (4.16)
(c-c6i-ry7

,U.f-+)N-l-i
-/r (/r - 1)

Da alle sechs logarithmischen Symbole durch .iV teilba.r sind, können auch
sie durch elementare Zeilenoperationen in die Nullspalte umgeformt werden.
Nach den anfangs gemachten Bemerkungen, ergibt sich also die Struktur von
Theorem L wie behauptet.

Zusammenfassend hat man weiterhin

Theorem 2

U@ wird erzeugt von

(
T  : :  

{ c ,  
U ,  t  -  € r ,  A  -  € r ,  x  -  € t t y ,

/ n - r  \  *

f ,4 
tt'- {i) (Y -l.o,t) '
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(ti'
\ j=o

ffi

\ *
( ( ' -  € j )  @ - ' jü ) j  

I  ,
/

\ E&t
(( '- ( i) (s - €i) @ - ,t iy)Yu+r)t2l ,

/

. Beweis:

Es war

N-1

'N+yN = l I  ( r  -e t iy )  =
j=o

N-r
1 -  t I

j=o
@ - eqi-rn1

(y - €i) = -cN sowie

( ' -  ( i )  ( y  -  { i )  -  , N a N  ,

und aus der Matrixreduktion ist bekannt, daß ?,1- von

N-1

TI
l=o

N- r

il
j=o

(4.rT)
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A t r - € t , U - t r r x - e € t U  ,s,= 
{ , ,

(g , , '  -  t i )  (v- €i))N- '- i )*  '

l,h'
\ j=o

<  i  s  " - t ) )

:= (g , , ' -  { i )  (y -  €i))N- '- i )+

= (g,,-€i) (v-r'r* (F.,, '-€i) (v-r'))- ')

(4 .18)

(o

erzeugt wird.

Nun gilt (man kann den oberen Index als /Y - 1 wfülen):

5r

(x - e(i-r11

( ' -€ , ) t '% l :N- l -
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(4g) ('"r")# (h,,' - €j) (v - €'))-')

( tv)t- t ( ( ' -  € ' )  (v- 6r))-r)(Fj

(ti'
\  j=o

(y  -  € i ) )N- ' - , ) *

Also kann man die Einheit

durch

( ( "  -  
{ j )

/  n-r
11 := [ f[ tt'- e,)

\ j=o
tv - ei))i)

ersetzen.

Entsprechendhat man

52 t= (Fj

=E ('-*")# I  N-t

l,g,
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(4.12) I 1 \{#
\ - r N l

(+)'-'

( x - e€i-ro\ 
-'\ +

\  Y - € i  )  )

( x - e€i-ro\ 
-t \  *

\  v - t i  I  )

/ t t - r

l u
\ j=o

I  u-r
t i l
\ j=o

Somit läßt sich die Binheit

durch

rh'
\  j=o

l n - r
f r r =  t  n

\ j=o

ersetzen.

Multipliziert -man ?2 mit T1 unter Beachtung von (4.17), so kann man
die Einheit fz durch

/ N-r
T 2 : : t n

\  j=o

ersetzen.

\ *
( ( ' - € j )  @ - r i v ) ) i

I
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Schließlich gilt mit

( / r - 2 - j ) ( / r - 1 - j )
2

( / r * 4 - j ) ( / r - 1 - j )
2

- ( n - + + j ) ( n - t - r ) )
2

/Y (1r - (3 + 2r)) -, - (!_ü.
2  - ' - T

/r (.N - (5 + zr))
2

-n (.v - 5)
2

_2+ G3! i )  i

+ 2 +
( 5 + i ) t

2

(4.1e)

(iij
.  (N -2 - t )  ( JV - r

(' - €r) 
---r 

(y - (i) (N-4-i) (N-l-i)\ Eöit

/

(r.rzy {{ (' - (i) 
sr-g;{*}'�j) 

(y - €i) 
r-i#{*ffd)

= l r
i=o (r - eqi-rg #Fi)

(-r")# (-'")ö

(g, ,'- ei) 
c#u (y - fi) 

*#u (' - e€i-'�y)"*)* ,
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/  t ' l - '  ,  /ar ir i  .  .s+;r i  (-3+i 'r i  \  
E&'t

[,4 
,'- e,) c#r (y - €i) *#t (' - eti-ts) * 

) 
=: fs

ersetzen.

d.h. man kann diese Einheit durch

Multipliziert man dann, unter Beachtung von (4.17), die Einheit fs mit

I  N-r

t t I
\ r=o

so ergibt sich

?e :=

\Eö I \(,-€\,) t,!, (?#))* ,

(,g.,, '  
- 6i) (Y - €i) ( '  - e€'Y)) *) 

*

tr

Nun wird sukzessive das abschließende Theorem 3 vorbereitet.
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Korollar (4.20):

Z/- wird erzeugt von

- (
V : =  \ x , g , x - l  ,

(

It't-r \ *

fg , , ' -€ i ) (s - t , l l : : i l i )  
,

Ir,t-r \ *

[ ,4 
, , ' -  ( i )  ( '  -  'Eiüt) ,

\ f f i i
((' - (i) (y - (i) (' - e€iy))"+D I

1  I 'ffi
zusarnmen mit den Funktionen aus (2.7).

Dieses Erzeugendensystem wird mit V bezeichnet.

Beweis:

Es muß noch nachgewiesen welden, daß sich die 3/V - L Funktionen
r - €i, y - ei und x - efiy durch Funktionen aus V darstellen las-
sen; es gilt aber :

(# f t ) - ' ( ' -1 )=ü-e i  '
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(#ffi)-' (#) (#)-' r, - 1) = y - ei
und schließlich

= ## Fi u@bi-( 'o+ " '

= * ä " ' ( o j + ö j ) - *

D

Jetzt werden die Divisoren der drei Produktfunktionen aus Theorem 2 be-
rechnet. Mit Hilfe der Divisoren aus Teil 1 ergibt sich

Feststellung (4.21):

i) (,g, tt'- €j) (v - €'))*)

- l

)
=O
t
lc=0

l / Y

rN

N-

ß=

) i

' c

( ,

1 )

+

I

n

r) + rroi -

, )  2k,

( co+  . . .  * c i v - r ) ) )

+  . . .  *  c r - r )

= ' l -  i @ t + o r ) - *  
( ' l v  - 1 ) r v  2 k o + . . . + " r - r )

N-r

j=o

N-1

=  D  i @ i * b )  -  ( x - 1 ) ( " o + . . .  * c i v - r )
j= l
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ii)

rrr)

(g ,, '-( i) ( '-,€'r))* 
)

-+ (Fj')

1
IT

N-1

I  f i  @bi - ( "0+  . . .  *c iv - r )  +Nc i - ( 'o+  . . .  *c r - r ) ) )
j=o

N * 1

I  i  Q i * c i )
j=o

N- r

I  i  Q i * c i )
i=r

( " o +  . . .  * c i v - r )

-  ( n - 1 )  ( r o + . . .  +  c rv - r )

rh'
\ j=o

(t '- ei) @ - €i)( '-,{ is))fgt*t 
)

s(n)

*  N a i

5 (ry(nä, - (.o+ ... * cr-r)
r = O \ -

-  ( "o  + . . .  *  c iv- r )

+ Nct  -  ( "o+ +.rv-r)))

N - 1

t
j=o E(/v)

i u + t 1  N
, ( a i * b i * c ; )
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3- r ( /v ) i  U + 1 1( " o  +  . . .

i u + t ) ( a 1 * b ; * c i )
E(N)

I r't-r

lp, + r"-r))

N-1
s
/J

j= l

_ ( N - 1 ) / f ( / f + 1 )
2 E(N)

( " 0 + . . .  * c i v - r )

Nachbemerkung zu Theorem 2 (A.22)t

Mit

und

ergibt sich

sowle

N-2  r

sr = II (tt" - €i) (y - 6r1;rv-t-, ) 
"

j=o

(rr' - €i) (v - ei)y) *
N-1

11 = II
j=o

N-2
\i
L
,=0

N - l
\'
L
j= l

1,5r) (/r - 1 - j) (ai+ ö;) - (N - 1) ( . 0 +  . . .  * c r y - r )

(n) i @ i * ö i ) - ( / r - 1) ("0 + . . .  *  crv-r)
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Es folgt :

Dann gibt es eine Konstante c €C' mit

( S r . " r ) = ( ^ 9 r ) + ( " r )

= (lV - 1) [(oo + ... * aiv-r) * (öo + ... * ärv-r)l

- 2 ( N  - 1 ) ( " o + . . . +

(/f - 1) (ry) = (t'u)

cr-r)

" - ' )

T . - r  = " 4 ;  a l s o i s t  T t E l l *11 "  
(cy) tv- r

Die anderen Funktionen lassen sich ähnlich behandeln, d.h. Theorem 2 ist
natürlich auch mittels Divisoren verifizierbar.

Rückblickend kann man folgendes festhalten. In Theorem I wurde eine End-
lichkeitsaussage formuliert und schließlich mit Hilfe der Matrixreduktion be-
wiesenl durch Vereinfachen der ^9 -Einheiten ergab sich das Erzeugenden-
system von U* aus Theorem 2. Die Matrixreduktion ist zwar in gewisser
Weise das Fundament dieser zwei Theoreme, lieferte bis jetzt aber keine wei-
teren Aussagen über die "innere" Struktur der Gruppe U* ,, bzw. aufgrund
der Isomorphie Z/* + f* über f- .

Theorem 3 wird jetzt durch die folgenden Betrachtungen motiviert.

tr
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Ist D = D np P ein Divisor auf f'(lv) , also die Abbildung
P€r(/v)

D : r(Ir) -,2 , D(P) - mp ,

so versteht man unter D mod /[ die Abbildung

D mod / [  :  r ' ( / [ )  - - - -+ Z I  N Z,

D mod If(P) = rnp + N Z =i rlrp; d.h. in der üblichen Schreibweise

D m o d y ' f  =  D  t u r P .
P€r(N)

Speziell gilt dann

2- mod.lf := {^O moa N I D rD*}

f* mod .t[ := {O moa N I D a .F".} .

Theorem 3

Ein Element D von D* liegt genau dann in f* , mod .lf , wenn
D e <  W  >  m i t

(
W  : =  {  o o +  . . .  * a r u _ r  ,

(

äo  *  . . .  *  ö iv - r  ,

co  *  . . .  *  c lv - t  ,
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j  ( a ; + b 1 )  ,

Bemerkung:

Alle Betrachtungen sind also mod -ff gemeint.

Beweis:

In Korollar (4.20) wurde U* = < y > verifiziert. Es galt f** = N D* ,
d.h., mod .lf , wird f@ durch die Divisoren der Funktionen aus ü "t-
zeugt; die Divisoren der Funktionen aus (2.7) leisten also keinen Beitrag.

Aus Teil 1 und Feststellung (4.21\ ergeben sich die Divisoren 't on ü zu :

j  ( b i + c i )  ,

i ( i + 1 ) ( o r + ü i + c i ) )

N-1

t
j=o

N-1

D
j=o

N-1

T
j=o

gilt.

(
P  : =  {  ( o o +  . . .  + o r - r )  -  ( . 0 +  . . .  * c r - r )  ,

t
(öo *  . . .  *  ör - r )  -  ( .o  + . . .  +  cr - r )  . ,

/ f  bo - ("o + .. .  * civ-r) ,

N-1

D i@t+tr) -  (n-1) ("0+ .. .  *civ-r) ,
j=o

N - 1

I  i t o i * " i )  -  ( i v -1 ) ( "o+  . . .  * c i v - r )  ,
i=o

(4.23)
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H r ( r+ r1
/ - ,
.l=o

(
R : :  { a o +  . . .  * c r - r  ,

l.

öo  *  . . .  *  ö r - r  ,

c o *  . . .  * c i v - r  ,

N-1

D r @ 1 + b ) ,  ( 4 . 2 4 )
j=o

N-1

D i  (b i+c)  ,
l=0

t s , t i - t t l  i v  , - , r .  )
k -  " - 1 l , ' 1 (a i *b i+d I  '

denn für gerades /[ hat man ffi 
= 1 , während 3ffi = 1 für unge-

rades ,f[ gilt, und schließlich ira 5t ry @; * bif c;) ein Vielfaches
j=o

N-1
v o n  D  j U + 1 ) ( o r * b 3 * c ; )  m o d J V .

j=o

N u n i s t a b e r o f f e n s i c h t l i c h  < P  > = 1 R  )  m i t

110
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4. Beweise der Lemmata

Beweis von Lemma (a.8):

Es war

P _

also ist

I - P =

Nun wird die zweitletzte Zeile zur drittletzten addiert, die drittletzte zur
viertletzten Zeile usw.; schließlich wird die t. Zeile zur letzten Zeile addiert.
Nach diesen Operationen erhält man die Matrix

[^r' o
Addiert man jetzt sukzessive die (/Y - l)-ten Spalten zur letzten Spalte, so
ergibt sich offensichtlich die Matrix

111

0 1 0 0  0
0  0 1 0  0
0  0 0 1

0 1
0 01 0

[  

" - " * " '  

; )

t)



Wie schon erwähnt, entspricht einer ganzzahligen Linearkombination einem
Potenzprodukt bei den Fbnktionen.

Die Funktionen

U - r , U - € , . . . , A - € N - t

werden somit durch Spaltenumformungen in

N-r

a - 1 ,  a - € ,  . . .  t  a  - € t - ' ,  f l  ( v - f j )
j=o

übergeführt.

Die Matrix Q *a.r gegeben durch

/ r  - 1  0  . . .
l

1 1  - 1  0  . . .
v = l

t : :
\ 1  - 1  0  . . .

Die Anwendung der Zeilenoperationen auf Q liefert dann ofiensichtlich

trz



Q , =

Beweis von Lemma (4.0):

Lemma 4.8 gewinnt man

= :  A .  B ,

Nun werden sukzessive folgende spaltenumformungen auf die Matrix B
angewendet.

Man addiert die erste zur zweiten Spalte, danach die zweite zur dritten
Spalte usw.; abschließend wird somit die vorletzte Spalte ntt letztenaddiert.

Offensichtlich ergibt sich dann die Matrix

insgesamt damit

il1 u - 1  - ( / r - 1 )  0
f  . i r r - 2  - ( N - 2 )  0
I
l : : :
I r - t o
\ l r  - r [  o

tr

*"' l)
Mit (I - P)'= (/- P) (I - P) und aufgrund von
die Darstellung

:  |  
/  1  - 1  0

t  -  
- .1\  

f  ;  1 -r
( I -P ) ,  =  l l i v - r  

: -  
|  |

l  0  , - : )  l _ ,

il
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1 0
0

2 1
r 2 0

0 0

2 t 1
r 2 1
1 1 2

1
0 0

; )l) (':;'( ' ; '
0 - 1

Jetzt wird die [(.nf - 1) x (If - l)l-Matrix

betrachtet.

subtrahiert man die letzte zeile von allen anderen zeilen, so erhält man

2 L 1
r 2 1
1 1 2

2 L
T 2

0  - 1

0 - 1

1  - 1
I 2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0
1 1
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Nun werden alle Zeilen, außer der letzten, von der letzten Zeile subtrahiert.
Die so entstandene Matrix hat dann die Form

Addiert man noch alle spalten außer der letzten, zur letzten spalte, so er-
gibt sich die Matrix

0

Durch die bisher vollzogenen spaltenumformungen gehen die Funktionen

( ' - 1 )  ( y - t ) ,  ( ' - { )  ( y - e ) ,  . . .  ,  ( ' - f N - t )  ( y - f t r - r )

über in

( ' - f i )  f u -€ i ) ( 0 < - < l v - B )  ,

il

( ' ;  
'

il
,=0

N-2

il
j=o

N - 1

II
j=o
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3 )

/ 0  1 0  0

3 ) l ; 3 ; t
l l :o l  

l ,  o

0
0

-(n - 1)
-(N - 2)

- 1
-ff

2(/r - 1)
2(N - 2)

-(n - 1)
-(/r - 2)

- 1
-rr

Nun ist

Q ' P  =

- 1
- 1

1

1  - l
1  - l
I  - 1

i -'t

uiro

Q P - Q

Aufgrund der Zeilenoperationen ergibt sich

f
o  o  o \
o  o  0 l

e e  e l  ,
; ;  ; )ff

[ ' , ]  j  )

:
2

2N
: ) - [

2
2

- 1
- 1

-'1I
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I
- (N -  2)
-(/r - 3)

- 1
- 1
-/r

2(N -2)
2(/r - 3)

2(N -2)
2(1r - 3)

2
-(/r - 3).i!r

/r

-(n - 2)
-(n - 3)

- 1
- 1
-/r

0  . . .
0  . . .

0
0
0

:
2
2

2N

I
-(/r - 2)
-(n - 3)

- 1
(N-3)N

2-tr

-(n - 2)
-(n - 3)

- 1
(N-3)N

2
-/[ ;l

0
0

0
0
0

Dazu ist noch Folgendes zu bemerken.

Die erste umgeformte Matrix entstand nach den operationen aus Lemma
(4.8) .

Weiterhin ist zu beachten, daß bei der Behandlung von (I _ p), eine Null-
zeile bzw. Nullspalte fortgelassen wurde. Die zweitle tzie Zeile der letzten
Matrix ergibt sich dann wegen

D
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Beweis von Lemma ( .lJ):

Gegeben ist die Matrix

-(.rr - 3)./!r
2N
-n

(N-3UV
2-Ir
IT

0
0
0

-3 - 1

2

k  - 2

N - 3

-5

-zi+t

-zlr + s

3

k - I

N  - 2

1 - 1  0

0 1 - 1

Man addiert die erste und zweite spalte zur dritten spalte; dann wird das
zweifache der ersten spalte zur zweiten spalte addiert. Die operationen er-
geben die Matrix

I r - 3 - 2 N  + g

(N*3)N
2-Ir
IT

, l r - 3
/ [ - 3

0 0 0
0 0 0
l r 0 0

0
0
0

1
2

- 1  0
I  - 1

0
- 1

- 1

I

1 1 8

(N-3)N ^
T u .

-/f 0
0 0



Die wirkung dieser elementa,ren spaltenumformungen auf die drei Funktio-
nen ist wie folgt:

tr, - e'l)'-'-J ,

ff ,, - €,)'-'-,) (,g t,4 
(, - ri) rv - e,r) 

-'(N-'�-i)),

(g,, - {i)-(N-,-') (,q tg (, 
- ri) rv - e,r)'-'-J,

- f')(g,, - €i)-(/v-r-i)) (,g' (,ü,,'

(:i; tg ('- €d) cu - e'r)"-'-J

N - 2

fI tr-
j=o

(1) ( '-e€-ts)

(2) f'-rrl (

(3) (* - e€y)

(1)  ( ' -e€- 'y)

(2) (, - e€-Ly), (* - ev) 6j;-(r-t-r) ,

(3) (, - e€-'s) (' - ey) (o - e€y) .
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Dabei kann man die erste dieser drei neuen Funktionen noch umformen zu

Jetzt werden Zeilenumformungen benutzt. Man addiert die zweiil etzte Zeilezur drittletzten zeire, die drittletzte zur viertletzten Zeile usw., allerdingsausschließlich der er.stln drei zeilen, d.h. diese Zeilen bleiben unverändert.
Addiert man abschließend noch die vierte Zeile zur letzten Zeile, so erhältman die Matrix

0 0
0 0
n o

(N-3)N
2-/r
.|r

0
0
0

(N-2)  (N-3)
2

(N-r) ( iv_l)
2

^ r - 3
N(N-3)

2

-(n - 3)
-(n - 4)

- 1
-n

r 0 0
0 1 0

;
0

Da ferner in dieser Matrix die Spaltenvektoren

( 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ,  . . .  , 0 ) r ,  ( 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 0 ,  . . .  , o ) "

enthalten sind, kann man weiter umformen zu
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(N-3)N
2-1r
IT

Hierdurch werden die ersten, zweiten und
nauer gilt:

.f/-ten Funktionen verändert, ge_

(1 )  ( ' -  e ( - ' y ) 1r-gr;@#*x (v-€r)%=r ,

(2)  ( ' -  e€- ty) ,  ( ,  -  ev) 1, - Ej;-(iv-t-j) ,

(N) x -  e€N-zy

0 0
0 0
n r 0

0
0

0
0

0  0 1 0
0 1

;  ; 0
ry=O -/r 0

N-2

II
j=o

N-2

II
j=o

( 1 )
N-2

II
j=o (z-eEi-trt l '4l j : :#'

t2l



(2)

(x - eEi-rr1

Dabei ist zu (1)

(r - ef-ty) 1o -6r;@4er=t (y-€r)ryr=r

. ((r - e€-lg) (, - ey) (, - e(,y))-(^r-2)-(rv-3r

N-2
' 

fI (t - e€i-rur-(r-{+ir-(il-l-;r
j=3

h, r'-e,l%d.Jy-ejl(#r
Ää @-4i-ro l f

N-2

il
j=o

/v-1

II
,=o

( x -e€ i - r r \ t - ' - '

\  v - ( , j  )  
'

(N)

N-2

il
j=o
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und zu (2)

( r - e € - ' ü ' @ - t y ) 1, - 6j;-(iv-t-j)

' ((' - e€-ly) (, - ey) (' - r€s))tr-t (t - e6i-rgr-t-i

N-2

I
j=o

N-2

II
j=3

= h' P -'€'-::')"-'-'
i = o  \  Y - € i  J

zu beachten.

Beide Gleichungen entstehen offensichtlich durch einfache Zusammenfas-sung. Gleichzeitig waren das auch die letzten spartenumformungen.

Die abschließenden Zeilenumformungen sehen wie folgt aus. Es wird diezweite zeile zur dritten zeile addieri. Danach a.ddieriman die dritte zurletzten Zeile' Subtrahiert man schließlich die letzteZeile von der ersten Zeile,so ergibt sich die Matrix

0 0
-Ir 0
0 / r
0 0

rq- ;

0
0
0

/w-s
0  . . .

Irt If ungerade, so wird die zweite Zeile mit qE
letzten Zeile addiert, sowie die zweite Zeile mit 

'_L multipliziert und zur
multpliziert. Bei ge-
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radem .fr wird die zweite Zeile mit $ - z multipliziert und zur letztenZeile addiert um f zu erharten. Abschiießend wird äie zweite Zeile mit derletzten Zeile vertaischt.

Man erhält also in jedem Fall die Matrix

u

!

I
i

I
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t F l

t K l

t r l

l s r z l

t Y l

I R o 1 ]

I R o 2 J
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