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0. EINLEITUNG

Sei N € IN . Die affinen Fermat-Kurven F4(N) C €? vom Grad N werden
definiert durch

Fa(N):={(X,Y)e@® /XN 4+ YN =1}.

Dann sind die projektiven Fermat-Kurven F(N) C IP?(@) vom Grad N
gegeben durch

F(N):={(X:Y:2)elP?@Q)/XN +YVN = 2N} .

Nun gilt fir P:=(s:t:u) € F(N) und F(X,Y,2):= XN 4+ YN _2ZVN .
2E(P)=N-sN1,

E(P)y=N-t"-1 und

E(P)=N-uN"1,

Da P = (s:t:u) genau dann singulir ist, wenn
oF oF oF
ax P =a5(P)=55(P)=0

gilt, ist F(N) wegen (0:0:0) ¢ IP2(@) singulirititenfrei.
Es gibt weiterhin genau 3N Punkte (X : Y : Z) auf F(N) , wobei eine
Koordinate der X,Y, Z Null ist, ndmlich

(0:€:1), (£:0:1), (e€:1:0)

mitf::ez’”'/N,e::e’"'/N umd0<j<N-1.
Diese Punkte heiflen die unendlich fernen Punkte auf F(N) .




Bevor nun weitere Ergebnisse und Sprechweisen festgehalten werden, zuerst
die bekannte

Definition (1.1):

Sei X eine Riemannsche Fliche. Ein Divisor auf X ist eine Abbildung
D : X — Z mit der Eigenschaft, da8 zu jeder kompakten Teilmenge K C X
nur endliche viele Punkte 2 € K existieren mit D(z) # 0 .

Bemerkung (1.2):

Beziiglich der Addition bildet die Menge aller Divisoren auf X eine abelsche
Gruppe, die mit D bezeichnet werde.

Sei nun und im folgenden N > 2 und D° die Gruppe aller Divisoren

> my P, my € Z vom Grad Null auf F(N) , d.h. aller Divisoren obi-
PeF(N)

ger Form mit 3  m, = 0. Man beachte, daB wegen der Kompaktheit
PeF(N

von F(N) nur end{icil viele m, von Null verschieden sein kénnen.

Bezeichnet man weiterhin die Menge der Hauptdivisoren mit F, so gilt

F C D°, und die Faktorgruppe D°/F heiBt die Divisorenklassengruppe

von F(N) .

Bekanntlich ist der Triger supp D eines Divisors die abgeschlossene Hiille

der Menge {z € X / D(z) # 0} .

Nun definiert man:

D% := {D € Dfsupp D C F>*(N)} , wobei F®(N) die Menge der unend-

lich fernen Punkte auf F(N) ist.

Offensichtlich ist D°° Untergruppe von D .

F* wird definiert durch

F = {D € D% /D ist Hauptdivisor auf F(N)} .

Es ist klar, dal F*° Untergruppe von D ist.

Nachbemerkung (1.3):

Eine meromorphe Funktion f : X — IP! auf einer kompakten Riemann-
schen Fliche X definiert in kanonischer Weise einen Divisor

D = (f) auf X mittels




(—k , falls fin z € X einen Pol
der Ordnung k besitzt,

D(z) = Lk , falls fin z € X eine Nullstelle
der Ordnung k besitzt,

(0, falls f(z) ¢ {0,00}

Es ist klar, dal D ein Divisor vom Grad Null ist, denn eine meromorphe
Funktion f auf einer kompakten Riemannschen Fliche X besitzt, mit Viel-
fachheit gezihlt, genau so viele Nullstellen wie Polstellen.

Wie schon bemerkt wurde, ist 7> Untergruppe von D™ ; da aber auch
D trivialerweise auch Untergruppe von D° ist, ist F* Untergruppe von
D° . F* ist abelsch, also Normalteiler; es existieren also die Faktorgruppen
D> [F>® bzw. D°JF> .

Nun hat man

D™ < D° —s D°[F .

Der Kern dieser Abbildung besteht offenbar aus allen Divisoren D = (f),
deren Tréger in der Menge aller unendlich fernen Punkte enthalten ist, also
D*® N F=F>.

Dann bekommt man eine Injektion von abelschen Gruppen

D®/F® — D°/F

Bemerkung zur Gruppe D°/F :

Bekanntlich ist D°/F die Picard-Gruppe von F(N) . Das Jacobische Um-
kehrproblem besagt dann im wesentlichen, da D°/F gruppentheoretisch
isomorph zu einem komplex —g— dimensionalen Torus ist. Dabei ist g das
Geschlecht von F(N) und der Torus ist bis auf Isomorphie gegeben durch
die Jacobi-Mannigfaltigkeit Jac(F(N)) von F(N) , also Jac(F(N)) =
@¢/Per(wy,...,w,) , wobei Per(wy,...,w,) das Periodengitter bezeichnet.




Definition (1.4):

Die Gruppe D /F® heifit die Divisorenklassengruppe der unendlich fernen
Punkte von F(N) .

Es geht nun im folgenden darum D% /F* explizit zu bestimmen, d.h.
bereits bekannte Gruppen anzugeben, zu denen D*®/F* isomorph ist.
Nach Definition von F* sind die Elemente von F*° gerade die Divisoren D
vom Typ D = (f) , wobei f meromorph auf F(N) ist und f hochstens in
den unendlich fernen Punkten Pole oder Nullstellen besitzt.

Sei Mer®(F(N)) die Menge aller meromorphen Funktionen f : F(N) —
IP! | mit:

f besitzt hochstens in den unendlich fernen Punkten Pole oder Nullstel-
len. Dann bildet Mer®(F(N)) bzgl. der Multiplikation von Funktionen eine
abelsche Gruppe.

Weiterhin sei

U := Mer™(F(N))/ T* , ]

wobei * die Menge aller €*-wertigen konstanten meromorphen Funktionen
ist.

Bemerkung (1.5):

Das Faktorisieren nach €* erfolgt deshalb, weil f und ¢- f , ¢ € @* , den
gleichen Hauptdivisor besitzen, denn es gilt:

(ef)=()+(f)=(f) und (o)

ist Nulldivisor wegen ¢ € €* .

Man hat nun einen Homomorphismus abelscher Gruppen

S :Mer®(F(N)) — F* , der nach Definition von F surjektiv ist. Ist f €
ker S, also (f) =0, soist f eine Funktion aus Mer®(F(N)) ohne Pole.
Weil F(N)) kompakt ist, ist f(F(N)) T kompakt. Wire f nicht konstant,
so wire f(F(N)) auch offen. Also ist f konstant. Damit gilt ker S ={*
und man erhilt einen Isomorphismus

S:U® — F*,




Bevor nun in 1 gezeigt wird, dal D*°/F endlich ist, werden nun noch
einige vorbereitende Abschnitte zusammengestellt.

Die Divisorenklassengruppe der unendlich fernen Punkte im
Fall N € {1,2}

Wie schon bemerkt wurde, gilt bei der Berechnung der Gruppe D> /F>
die Generalvoraussetzung N > 2 ;im Fall N € {1,2} ist zwar D*®/F* auch
endlich, aber trivial, d.h. D®/F>® =0:

Das Geschlecht der N-ten Fermat Kurve ist gegeben durch

g = N_12N_2 , d.h. fir N € {1,2} gilt ¢ = 0, also sind diese Rie-
mannschen Flichen isomorph (biholomorph dquivalent) zu IP! . Weiterhin
impliziert Abel’s Theorem jetzt D*®°/F> = 0 , denn auf einer kompakten
Riemannschen Fliche mit g = 0 ist jeder Divisor vom Grad Null ein Haupt-
divisor.

Spezielle Divisoren auf Fermat-Kurven

Eine algebraische Kurve C' C IP*(@) kann man als Nullstellenmenge
von homogenen Polynomen mit n + 1 Variablen iiber dem Korper € auf-
fassen, so dafl der zugehorige Funktionenkédrper k. eine Kdrpererweiterung
mit Transzendenzgrad 1 von{ ist. Dabei charakterisiert k. die Kurve C in
der Weise, da8, bis auf birationale Aquivalenz, C eindeutig durch k. be-
stimmt wird. Weiterhin existiert zu jeder Kurve C C IP*(€) eine kompakte
Riemannsche Fliche X und eine holomorphe Abbildung f : X — IP*()
mit f(X) = C , die in den nicht singuliren Punkten biholomorph ist; X
ist sogar bis auf Isomorphie (biholomorphe Aquivalenz) eindeutig bestimmt.
Nach einem Theorem von Chow existiert umgekehrt zu jeder kompakten Rie-
mannschen Fliche X und einer holomorphen Abbildung F : X — IP*()
eine algebraische Kurve C mit C = f(X) ; natiirlich gibt es noch andere




Méglichkeiten X in einen IP"(@) einzubetten. Ein klassisches Problem ist nun
die Berechnung der Picard-Gruppe von X . Allerdings kénnen gewisse Teil-
mengen M C X eine iibergeordnete Rolle spielen, so daB sich das Interesse
auch auf die Berechnung von “Untergruppen® der Picard-Gruppe richtet;
im vorliegenden Fall ist D> /F> Gegenstand der Untersuchung. Eine wei-
tere Modifikation wire z.B. die Berechnung der Divisorenklassengruppe der
Weierstraf-Punkte von F(N) , denn im Fall ¢ > 1 sind die unendlich fernen
Punkte auch Weijerstra-Punkte, fiir ¢ = 3 sogar genau die Weierstrafi-
Punkte.

Das Geschlecht

Jede Riemannsche Fliche ist insbesondere eine orientierbare,
reell —2— dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die kompakten
Riemannschen Flachen sind daher hom8omorph zu einer Kugel mit endlich
vielen Henkeln; die Anzahl der Henkel ist eine topologische Invariante der
Fliche und heifit das (topologische) Geschlecht.

Bemerkung (1.6):

Sei X ein topologischer Raum, der zu einer Kugel mit ¢ Henkeln topologisch
dquivalent (homomorph) ist.

Die Zahl x(X) = 2 — 2¢ heifit die Euler-Charakteristik von X .

Betrachtet man jetzt Kurven in IP2(@) , so gilt der bekannte

Satz (1.7):

Sei K C IP? (@) eine nichtsingulire projektive Kurve, die durch ein irredu-
zibles Polynom P(X,Y) definiert wird. Ist deg P = N, soist das Geschlecht
von K gegeben durch

(V-1 -2)
9= 2

Das Geschlecht einer Riemannschen Fliche erhilt man z.B. aus




Satz (1.8) (Riemann-Hurwitzsche Formel):

Sei f : X — Y eine n-blattrige nicht konstante holomorphe Abbildung zwi-
schen den kompakten Riemannschen Flichen X,Y mit der Gesamtverzwei-
gungsordnung b = b(f) . Sei g das Geschlecht von X und ¢’ das Geschlecht
von Y . Dann gilt die “Riemann-Hurwitzsche* Formel

b
y=§+n(9"'1)+1

Da jede nicht konstante meromorphe Funktion auf X eine holomorphe Funk-
tion nach Y = IP! ist, 148t sich also nach der Konstruktion einer n-blittrigen
Uberlagerungsabbildung sowie der Berechnung der Gesamtverzweigungsord-
nung die Riemann-Hurwitz-Formel mit ¢’ = 0 anwenden.

Fiir das Polynom XV 4+ Y™ = 1 und der zugehérigen kompakten Riemann-
schen Fliche soll die Berechnung von g einmal exemplarisch vorgefiihrt wer-
den.
Es gilt:

XN4yN=1 ¢ v¥N=1-xV

und aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra,

N
xVM-1=J[(x-&),

=1
wobei die ¢; die N-ten Einheitswurzeln bezeichnen (i € INy) . Sei nun weiter
A =0 - {¢ €Q/¢; ist N-te Einheitswurzel } und a € A .

N
Fiir n := [](a - &) gilt » # 0, und es gibt genau N Zahlen by,...,by €Q
i=1

mitbf’:n.

Betrachtet man jetzt die kanonische holomorphe Projektion

f: F(N) — P!
X,Y) — X,




so liegen iiber jeden Punkt @ ¢ A genau N Punkte auf der zum Poly-
nom XV + YV = 1 gehérigen kompakten Riemannschen Fliche. Da f eine
n-blittrige Uberlagerung der Zahlenkugel IP! ist, gilt fiir die Vielfachheit
v(f,a) von f in a trivialerweise v(f,a) = 1.

Diese Punkte a € A leisten also zur Gesamtverzweigungsordnung

)= 3. bfie)= ) o(fa)-1
aG'Pl aElPl
keinen Beitrag.

Also verzweigt f hochstens iiber den N-ten Einheitswurzeln §; oder iiber
oo € IP! . Sei jetzt i € INy und a = & ; dann gilt natiirlich n=0. YN =
0 gilt aber nur fir Y = 0 . Welche Punkte (X,0) liegen auf F(N) mit
f(X,0) = & ? Das ist natiirlich nur der eine Punkt (&;,0) .
Nun nimmt die holomorphe Projektion f : F(N) — IP! jeden Wert a € IP!
mit Vielfachheit gerechnet genau N-mal an; dabei heilt mit “Vielfachheit
gerechnet*

N = Z v(f,a).

(zy)€f~1(a)

Fira =& , |f~'(a) = 1] gilt nun f~1(&) = (&,0) , also N = v(f,&) =
v(f,a) . Diese Punkte liefern also den Beitrag

N N
duf,&) 1= (N-1)=N({N-1).
i=1 i=1

Schlieflich muff noch nachgepriift werden, ob F(N) iiber oo (bzgl. f)
verzweigt. Es wird jetzt also die projektive Gleichung XV + YN = ZN be-
trachtet, und es stellt sich die Frage: Wann gilt Z = 0 ? Das ist genau dann
der Fall wenn XV = -1 gilt, also verzweigt f iiber co nicht, d.h. es gilt
v(f,00) = 1. Damit liefert @ = co keinen Beitrag zu
b(f) = ZIP (v(f,a) —1) ;esgilt alsob= N(N -1).

a€

Einsetzen in die Riemann-Hurwitzsche Formel ergibt:
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QFWN) = 3+N(G-1)+1

b _ N(N -1)
= g NHl=—%

N(N -1)-2(N -1)
2
(N —1)(N -2)
2

-N+1

Uberlagerungstheorie

Definition (1.9)

Seien X und Y topologische Riume; p : Y — X heifit Uberlagerung:
<= p ist stetig, offen und diskret.

Ist y€ Y und z € X und gilt p(y) = z , so heifit = Spurpunkt von y und y
heifit iber = gelegen.

Definition (1.10):

p:Y — X, ¢: Z — X scien Uberlagerungen von X .
f:Y — Z heifit spurtreu: <= qof=p.

Liegt also y iiber z , so wird y durch f aufein z € Z abgebildet, das ebenfalls
iiber y liegt.

Die Situation von Definition (1.10) wird durch folgendes kommutatives
Diagramm veranschaulicht

11




Beispiel einer Uberlagerung:
Seien X,Y Riemannsche Flichen und sei p: Y — X eine nicht konstante
holomorphe Abbildung; dann ist p eine Uberlagerung.

Seien nun die Rdume X und Y zusitzlich noch lokal-kompakt. Dann heifit
eine Uberlagerung f : Y — X eigentlich : <= f~!(K) ist kompakt in Y’
fiir jedes Kompaktum K C X .

Bemerkung (1.11):

Ist weiterhin Y kompakt, so ist sofort klar, daB f eigentlich ist. Da die
projektiven Fermat-Kurven kompakt sind, sind also die holomorphen Funk-
tionen f: F(N) —s IP! eigentlich.

Satz (1.12):

Sind X,Y Riemannsche Flichen und sei f : X — Y eine eigentliche, nicht
konstante holomorphe Uberlagerung. Dann existiert ein n € IN , so daB f
jeden Wert ¢ € Y mit Vielfachheit gerechnet genau n-mal annimmt.

Definition (1.13):

Eine Uberlagerung p heifit unverzweigt, wenn sie lokal-homdomorph ist. Ist
p nicht unverzweigt, so heit p verzweigt.

12




Definition (1.14):
Seien X,Y topologische Rdume; p : Y — X heifit unbegrenzte, unver-

zweigte Uberlagerung : <= .
Jedes z € X besitzt eine offene Umgebung U , so daf gilt:

[ ]
p_l(U) = U Vi,
jed
wobei die V;(j € J) paarweise disjunkte offene Teilmengen von Y sind und
die Restriktionen P|V; — U Homdomorphismen sind.

Definition (1.15):

Seien X,Y topologische Riume und sei p : Y — X unverzweigte, unbe-
grenzte Uberlagerung. Dann heifit p universelle Uberlagerung : <

Ist Z zusammenhingend und ¢ : Z — X unverzweigte und unbegrenzte
Uberlagerung, so gibt es zu jedem y € Y, z € Z mit p(y) = ¢(2) genau eine
stetige spurtreue Abbildung f:Y — Z mit f(y) = =z .

Bemerkung (1.18):

Ein universeller Uberlagerungsraum ist bis auf Isomorphie ( bei Riemann-
schen Flichen bedeutet das “biholomorphe Aquivalenz*) eindeutig bestimmt.

Satz (1.17):

Seien X,Y zusammenhingende Mannigfaltigkeiten und Y einfach - zusam-
menhédngend.

p:Y — X sei eine unbegrenzte, unverzweigte Uberlagerung.
Dann ist p die universelle Uberlagerung von X .

Satz (1.18):

X sei eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine einfach
zusammenhéngende Mannigfaltigkeit Y und eine unverzweigte, unbegrenzte
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Uberlagerung p: Y — X .

Aus Satz (1.17) folgt dann, daB8 p bereits die universelle Uberlagerung von
X ist.

Ist X eine Riemannsche Fliche, so ist die universelle Uberlagerung ¥ eben-
falls eine (einfach zusammenhingende) Riemannsche Fliche.

Dies folgt aus

Satz (1.19):

X sei Riemannsche Fliche und ¥ T%-Raum.

Ist p: Y — X unverzweigte Uberlagerung, dann existiert eine komplexe
Struktur auf Y, so daB sogar p lokal biholomorph ist. (“Man hebt die Kar-
ten hoch“).

Definition (1.20):

Seien X,Y topologische Riume und sei p : Y — X eine Uberlagerung.
Eine Decktransformation von p ist ein bzgl. p spurtreuer Hom&omorphis-
mus f: Y — Y .

Ist p holomorph, so ist f biholomorph.

Bermerkung (1.21):

Die Menge aller Decktransformationen von p bildet bzgl. der Komposition
eine (i.a. nicht abelsche) Gruppe und wird mit Deck (Y/X) bzw. im Fall
Riemannscher Flichen auch mit Aut (Y,p) bezeichnet.

Wenn Mifiverstindnisse zu befiirchten sind, schreibt man statt

Deck (Y/X) genauer Deck (Y -2 X).

Definition (1.22):

X,Y seien zusammenhéngende 75-Riume und p : Y — X sei unverzweigte,
unbegrenzte Uberlagerung.
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p heifit galoissch : <= .
Y yo, y1 € Y mit p(yo) = p(y1) existiert eine Decktransformation f: Y — Y
mit f(yo) = 41 , die eindeutig bestimmt ist.

Satz (1.23):

X sei Riemannsche Fliche ; p: Y — X die universelle Uberlagerung. Dann

ist p galoissch mit Aut (Y,p) & m1(z) , wobei 71(z) die Fundamentalgruppe
von X bezeichnet.

Satz (1.24):

Seien X,Y zusammenhingende Mannigfaltigkeiten,

q:Y — X eine unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerung und p: X — X
die universelle Uberlagerung. Sei f : X — Y eine nach Definition der uni-
versellen Uberlagerung existierende stetige spurtreue Abbildung. Dann ist
f eine unverzweigte, unbegrenzte Uberlagerungsabblldung und es gibt eine
Untergruppe G C Deck (X/X), so daB zwei Punkte z,2' € X genau dann
durch f auf denselben Punkt abgebildet werden, wenn sie #quivalent modulo
G sind. Es gilt G 2 m(Y) .

Bemerkung (1.25):

Insbesondere ist f : X — Y die universelle Uberlagerung von Y und fiir G
wihlt man G = Deck (X/Y).

Satz (1.24) stellt also eine Bijektion zwischen den Untergruppen von
Deck (X/X), X — X universell und den Zwischeniiberlagerungen her.

Man hat also folgendes Diagramm:

¢ — X/¢
Y — Deck (X/Y)

¥—T ey
N/
X
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Das ist vollig analog zur Galois-Theorie in der Algebra.

Der Riemannsche Abbildungssatz fiir Riemannsche Flichen besagt nun, daf§
jede einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche biholomorph dquiva-
lent zu IP! , € oder zum offenen Einheitskreis IE ist.

Dies bedeutet, da$l sich jede Riemannsche Fliche entweder durch IP! , €
oder IE universell iiberlagern 148t. Die Zahlenkugel IP! und jede zu IP! biho-
lomorph #quivalente Riemannsche Fliche wird universell durch IP! iberla-
gert.

Die ToriC/T und alle hierzu biholomorph #quivalenten Riemannschen Flichen
werden biholomorph durch( iiberlagert.

Jede kompakte Riemannsche Fliche , die weder zu IP! noch zu einem Torus
€/T biholomorph dquivalent ist, wird universell durch IE iiberlagert.
Insbesondere werden alle nicht kompakten Riemannschen Flichen, aufer @
und €* , universell durch IE iiberlagert.

€ und €* werden von € universell iiberlagert.

Freie Gruppen

Es sei G eine Gruppe und E C G ein Erzeugendensystem von G . Dann
hat jedes Element g € G , g # 1, eine Darstellung der Form g = z7*- ... -z}*
mit £1,...,7¢ € £ und ny,...,n; € Z . Diese Darstellung ist i.a. nicht ein-
deutig, da zwischen den Elementen von E gewisse Relationen gelten kénnen.
Bei diesen Relationen unterscheidet man zwischen “allgemeinen“ oder spe-
ziellen Relationen. Die ersteren folgen aus den Gruppenaxiomen und gelten
daher in jeder Gruppe, z.B. £ 27! = =1 2 = 1. Die speziellen Relationen
sind diejenigen, die nicht aus den Gruppenaxionen folgen und nur in bestim-
men Gruppen gelten; z.B. gilt in abelschen Gruppen die spezielle Relation
zy = yz, und in Gruppen der Ordnung n gilt die spezielle Relation 2™ =1 .
Die Gruppe der ganzzahligen (2,2)-Matrizen mit Determinante 41 wird von

den Matrizen A = ( (1) Bl) und B = ((1) _11) erzeugt, und es gel-
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ten die speziellen Relationen A2 B—3 = 1 und A% = 1. Eine Gruppe, in der
keine speziellen Relationen gelten, heifit eine freie Gruppe:

Definition (1.26):

Ein Erzeugendensystem E einer Gruppe heift frei (oder: E erzeugt G frei),
wenn gilt: besteht in G eine Relation

' ... -zf=1mitzy,...,2x € Eundeq,...,ex € {~1,1},s0gibt es
einjmit 1<j<k—-1undz;==z;3; undej = —¢j4; .

Eine Gruppe heifit freie Gruppe, wenn Sie ein freies Erzeugendensystem be-
sitzt.

Nun stellt sich natiirlich sofort die Frage nach der Existenz freier Gruppen:
gibt es iiberhaupt freie Gruppen ?

Die Beantwortung liefert:

Satz (1.27):
Sei n eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine freie Gruppe, die durch

eine Menge von n Elementen frei erzeugt wird.

DaB nun die Darstellung eines Elements g # 1 einer freien Gruppe G
eindeutig ist, folgt aus:

Satz (1.28):

Sei E ein freies Erzeugendensystem der freien Gruppe ¢ Dann hat jedes
von 1 verschiedene Element z € G eine eindeutig bestimmte Darstellung der
Form z = zi* - ... - z;* mit 2q,...,2¢, € E, ny,...,n € Z — {0} und
ziFripfirl<j<k-1.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dafl ein Vektorraumhomomorphis-
mus durch die Bilder der Elemente einer Basis bestimmt wird.
Fiir eine freie Gruppe G gilt analog;:

Satz (1.29):

Sei E ein freies Erzeugendensystem der Gruppe G und sei H eine beliebige
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Gruppe. Dann gibt es zu jeder Funktion S : E — H genau einen Homo-
morphismus $* : G — H mit S*|E = S .

Also geniigt es auch hier die Bilder der freien Erzeugenden anzugeben,
um einen Homomorphismus ¢ — H zu bestimmen.

Satz und Definition (1.30):

Je zwei freie Erzeugendensysteme einer freien Gruppe haben gleiche Mich-
tigkeit; diese Machtigkeit heifit der Rang der freien Gruppe. Zwei freie Grup-
pen sind genau dann isomorph, wenn Sie gleichen Rang haben. Zu jeder
Kardinalzahl a gibt es eine freie Gruppe vom Rang o .

Weitere bekannte Eigenschaften von freien Gruppen sind:

1) Eine von einer Menge E mit mindestens 2 Elementen frei

erzeugte Gruppe ist nicht abelsch.
2) Eine endliche Gruppe G ist nicht frei, wenn G # 1

3) Eine freie Gruppe von E mit |E| > 2 frei erzeugt, hat triviales

Zentrum, d.h. das Zenrum enthilt nur das Einselement.

4) Jede Untergruppe H einer freien Gruppe ist frei.
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1. Die Endlichkeit der Gruppe D> /F>

Theorem 1:

(Z/NZPN-7 N ungerade

p=[r= = {(Z/NZ)3N‘7 XZ[2Z, N gerade.

Dazu wird vorbereitend noch folgendes bemerkt.
Bezeichnet man die kanonischen meromophen Funktionen auf F(N) mit z
und y , also
z(X:Y:1)=X, (2.1)
y(X:Y:1)=Y,

so wird der Funktionenkdrper von F(N) dann bekanntlich von z und y er-
zeugt, d.h. man kann jede meromorphe Funktion auf F((N) rational durch
z und y ausdriicken, F(N) = k(z,y) .

Die folgenden Funktionen auf F(N) reprisentieren Elemente von U :

T, Yy,
m—gj ] y_gj y (C—Eij ’ (22)
O<j<N-1).

Weiterhin erzeugen die Funktionen (2.2) einen Untermodul vom Rang 3N —1
in Y . Damit ist D*°/F* endlich. Allerdings erzeugen die Funktionen (2.2)
nicht alle Elemente von & . Die Gruppe /> wird zusammen mit den fol-
genden 3 Funktionen erzeugt:

N-1 . _ UN
1) (]_130 (e - &)y - e))f)
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N-1 . AW
) (e-exe-cony)

N-1 : . N 1/E(N)
3) (]_1;[0 ((z - &)y - &)=z~ ggay))a(nl)/z)

mit

N fiir N ungerade,
E(N) = {% fiir N gerade .

Es wird natiirlich, wie auch im folgenden, weiterhin N > 2 vorausgesetzt.
Wegen

(X:Y:1) =0+ X =0
yX:Y:) =0 Y =0

sind die Punkte, die bezgl. der Uberlagerung z (bzw. y) von IP! iiber oo
liegen, genau die Punkte mit den homogenen Koordinaten (X : Y : Z) auf
F(N)ymit Z=0.

Besitzt also z (bzw. y) in (X :Y : Z) eine Nullstelle oder einen Pol, so gjlt
X =0oder Z =0 (bzw.Y =0 oder Z =0),d.h. (X :Y : Z) muB ein
unendlich ferner Punkt auf F(V) sein. Die Funktionen z und y definieren
also Restklassen z €* und yC* in U™ .

Per definitionem existieren Funktionen z,y auf F(N) mit zV + yV = 1,
welche den Funktionenkérper erzeugen. Ist z (wobei jetzt abkiirzend z fiir
z(X :Y : Z) geschrieben wird) gleich einer N-ten Einheitswurzel von 1, so
ergibt sich y = 0, ist aber y (genauer y(X : Y : Z)) gleich einer N-ten
Einheitswurzel von 1, so ist z = 0 . Da zudem z und z — ¢’ (bzw. y und
y — &) fiir j € {0,...,N — 1} die gleichen Polstellen besitzen, definieren
z — &7 und y — & Restklassen in U™ .

Fir y # 0 gilt:
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N-1

N-1
[[@-ety) = I (ey(i ~ &) = (ey)N((f;)” ~1)

j=0

In solchen Punkten, in denen z und y endliche Werte annehmen, ist also
z —efly # 0, somit definiert z — e£/y eine Restklasse in U fir j €
{0,...,N — 1} , d.h. zusammengefaBit, die (3N — 1) Funktionen aus (2.2)
definieren Restklassen in U .

Bevor nun die Divisoren, sowie Null- und Polordnungen der Funktionen aus
(2.2) bestimmt werden, zuerst eine Vorbemerkung:

Weil y einer Gleichung N-ten Grades iiber €(z) geniigt, ist = eine N-blitt-
rige Uberlagerung von IP! , denn definiert man eine Fliche F durch ein
irreduzibles Polynom P(z,y) , so kann man P(z,y) als Polynom in y iiber
@(z) auffassen.

Es gilt dann:
Bléitterzahl (z) = Grad von P(z,y) iiber C(z) = deg, P(z,y) .

Ebenso ist y eine N-blittrige Uberlagerung von IP! . Somit besitzen z und
y mit Vielfachheit gezdhlt genau N Nullstellen. Da nicht konstante mero-
morphe Funktionen auf kompakten Riemannschen Flichen jeden Wert aus
IP* mit Vielfachheit gerechnet gleich oft annehmen, besitzen z und y also
auch genau N Polstellen (mit Vielfachheit gerechnet).

Mit dhnlichen Argumentationen iiber N-blittrige Uberlagerungen las-
sen sich auch die Divisoren von z — ¢/ und y — & bestimmen, lediglich
(z — € &y) muB durch Karten berechnet werden.

Natiirlich kann man generell die Divisoren durch Karten berechnen; die Null-
bzw. Polordnungen sind kartenunabhéngig.

Ist aber t lokale Variable in @ € F(N) mit t(a) = 0 , so kann man ver-
suchen, die Funktionen f , deren Divisor bestimmt werden soll, explizit zu
entwickeln, d.h.

21




f= f:a,,tv.

v=vp

Fiir die Divisoren (f1),...,(f;) der meromorphen Funktionen fi,..., f,
gilt:

(e ... 'fy)z(f1)+---+(fy)

Nun definiert man noch: ‘
a; :=(0,€,1)
b; := (¢7,0,1) (2.3)
¢j :=(¢£7,1,0)

Bestimmung der Divisoren:

Sei jetzt also

pt) = (4 VI—4V)

eine Parametrisierung von F(N) um die Punkte (0, ¢¥) .

Es gilt also lokal z(p(t)) =t .Datin t = 0 eine einfache Nullstelle besitzt,
gilt fiir den Nullstellendivisor (X)o : (X)o = ag+ ...+ an—1 .

Weil eine meromorphe Funktion genau soviele Nullstellen wie Pole hat (mit
Vielfachheit gezéhlt), ergibt sich mit dem Polstellendivisor (X)eo : (X) =
(X)O - (X)OO ’

d.h. es ist
(X)o = co+...+en-1 also
(X) = a0+...+aN_1—Co——...—Cn_1
N-1 N-1
= a; — Z c;
j= 3=0
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Weiterhin gilt

y(p®) = y(V1=tV,t) = Vi-oF (V11N 1)

VI-(VI—tON = ¥T-15 8 = YiF.

(VIN)N =N besitzt in t = 0 eine N-fache Nullstelle, d.h. es ist:

(YN = Nbo+...4+Nby_q ,

(Y)o = bo+...4+bny-1 und
Yoo = co+...+cno1 somit ist
(Y) = bo+...+by1—co—...—ecn-1

N-1 N-1
= X bi- X ¢
J=0 J=0

Da y(X,Y) = Y die Projektion auf die 2. Koordinate ist, kann man auch
folgendermafien argumentieren: mit y(p(t)) = y( ¥/1 —tV ,t) = t und weil ¢
in t = 0 eine einfache Nullstelle besitzt, folgt alles wie bei z .

Die Funktion z — £/ hat eine Nullstelle in (¢7,0) .

Wihlt man die Parametrisierung

p(t) = (V11N ,t) von F(N)

um (¢7,0) auf dem Zweig der N-ten Wurzel mit

Vi-tN, o = &, sogil
/
V1i-N = fj N\/l-—tN/lR.
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Hierbei ist ¥1 -1 der Zweig der N-ten Wurzel mit
V1-tNp g
N N _
VI-tVR,p = 1

Man erhilt:

X -&)pt) = &€ V1-tV ) g-¢

. & X1

] N —tN k -1
SIS () =mm-1

j 1 v, %@F =1 .

= 51[(1—7V-t +-N—N§——t —et ) =1]
i 1o, F(EF -1 N

= fPl-= VN4 N2 N ]

N 2
Sei jetzt
1oy, mE-1) o~
At) = [—jv—t +J‘—’—-N—2-———t -t

Da A(t) in t = 0 eine Nullstelle der Ordnung N besitzt, gilt dies auch fiir
z(p(t)) — & , so daB man fiir den Nullstellendivisor
(z — &%) erhilt:

(z~¢&) = Nb;.

Trivialerweise hat z — ¢ dieselben Nullstellen wie z , deshalb gilt fiir den
Polstellendivisor
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(-8 = cot+...+eN-1, d.h.
(z-¢) = Nbj—cp—...—cn-1
N-1
= Nb—- 3 ¢
1=0

Weil y — ¢7 in (£7,0) eine Nullstelle besitzt, wihlt man als Parametrisierung

von F(N)um (¢,0) p(t) = (¢t, ¥1—1tN) wobei wieder gilt

VitV = {j NVl—tN/|R
Wegen y(p(t))-¢& = V1-tVN-¢ = ¢ V1- tV R folgt die Behauptung

N-1
(y- &) =Na,-—zc,- wie bei z—¢ .

=0

Bemerkung (zu den Polstellen):

Wie schon erwihnt besitzen z (bzw. y) und z — &7 (bzw. y — ¢7) die gleichen
Polstellen. In homogenen Koordinaten lautet die Projektion

x(X:Y:Z):% bzw. y(X:Y:Z):—)Z,-.

Die unendlich fernen Punkte ¢,...,cy—1 sind aber die einzigen Punkte mit
Z =0 . Also gilt genau dort z(c;) = oo und y(c;) = co wegen ¢ := 0, @ €
€ . In diesem Zusammenhang wird ausnahmsweise auch 3 := oo gesetzt.

Nun wird die Funktion z — e£7y betrachtet:

Offensichtlich verschwindet z(X,Y) — e€9y(X,Y) = X — €£/Y in keinem
endlichen Punkt (X,Y) = (X, ¥1 - XV) auf F(N) , denn sonst wiirde
gelten:
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X-etiV1-XN =0 < X = ¢t/ V1-XxVN

=XV = 14XV = 0= -1

und das ist ein Widerspruch.

N
Nun wird F(N) um c; = (e€*,1,0) durch p(t) := ( lt_tN , -}-) para-

metrisiert.
Man erhilt:
; Vi—tN gl ViV €€
s(b(D) - eup(D) = b - B o oD I
/IR t
Binomialentwicklung liefert:
esk(Z (7) vy - —f—)
k=0
1 N - e’
= etk _— Ny N\N" /2N _ - =
= ¢ ((1 5 i+ 5 t et -
e€h et oy, ey (G- e’
rali Nt + 2 T ral

Fiir j # k liegt in ¢ = 0 ein Pol 1. Ordnung und fiir j = k liegt in ¢ = 0

eine Wurzel (N — 1)-ter Ordnung vor. Demnach besitzt z — efly in ¢; fiir
j # k einfache Pole und in ¢; eine Nullstelle (N — 1)-ter Ordnung. Damit
gilt fiir den Divisor:

(:v—s{jy) = (N-1)cj—cp—cC1...— €1 —Cj41— ... —CN=1 ;

oder in der etwas angenehmeren Schreibweise
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(z—etly) = Nej—co—...—cNo1

N-1
= Nc¢— ) c.
k=0

Satz (2.4):
D ist ein freier Z-Modul vom Rang 3N — 1 mit Basis

Ml: = {ao—co,bo——Co,ao—aj,bO"bj’ (25)

= ¢-¢; (1<j<N-1).}

Beweis:

D= ist offensichtlich ein echter Untermodul des endlich erzeugten Z-Moduls
D , definiert durch

D®  := {D/D ist Divisor auf F(N) mit
D(P) = 0 fir P¢ F®(N)}.
Der Z-Modul D ist aber trivialerweise frei vom Rang 3N mit Basis

a0y. .+, AN~1 , bO’-”abN—l y €0y-v-9yCN-1 -

Also ist D ein freier Z-Modul vom Rang kleiner gleich 3N —1 .
Es muf also noch gezeigt werden, dafl My Z-linear unabhingig ist:

Sei

Ao(ao — ¢o) + Ai(bo — co) + a1(ag — a1) + ...+ an—1(ap — an—1)
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C+Bi(bo—b1) + ...+ Bn-1(bo = bn-1) + M(co— 1)

+...4+ Yn-1(co—ecn=-1) = O (—Divisor) .

Dann muf} diese lineare Unabhéangigkeit in jedem Punkt P € F(N) gelten
wegen

(@0 — co)(ao) = 1; (@0—a;)(a0) = 1,5 =1,..., N-1

und D(ag) = 0 fiir De M .

Somit folgt

Ata +...4+ any—g = 0
Analog an der Stelle bo .

M+60 +...4 Bn-1 =0
Analog an der Stelle ¢ . (2.6)

—~do~=A+7 +...4 N1 =0
Analog an den Stellen
aj , bj,cj; j€{0,...,N—1} und

(2.7) % =0,8 =0,0; =0;5€{0,...,N-1}

(2.7) eingesetzt in (2.6) liefert A\g = A\ = 0.

Es ist klar, da8 die Divisoren D € M, wegen deg D =1 —1 = 0 Elemente
von D™ sind.
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Betrachtet werden nun die folgenden Restklassen in U :

My={L—a¢, /0,

1 z—1 _, y—l‘a*
T €y T — €y y—§&

(2.7)

z—-1 _, T—EY ..

ponyr A x—eija , j=1,...,N -1}

Um die Divisoren der Reprisentanten zu berechnen, geniigt es natiirlich die
Standardreprisentanten =% usw. zu betrachten.

r—ey
Es gilt:
y—1
= (y—1)—(z -
() = v-v-G-e)

=Na0—(60+...+CN_1)—(NCo—(Co+...+CN_1))
=Na—-c—Nco+co—co—...—¢cN-1t+co+...+envaa

=Nao—-NC()=N(ao—-Co)

z-1
(=) = G-D-G-e)=
=Nb—-cg—...—cN-1—Ncog+ecg+...+cn-1

=N (bo—- Co)

(L=5) = w-n-w-)

y—-§&
=Na—-¢c—...—cn-1—Naj+co+...+cn-1
= N(ao - a;)
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(£=5) = @-D-@-&)

T
=Nb0—-C0—...—CN..1—ij+60+...+CN_1
= N(bo — b;)

und schlieBlich

(JﬂlﬂL> = (z—ey)—(z —ety)

z —eliy
=Nco—-co—...—cNn-1—Necj—co—...—cN-1
= N(co—¢j) -

Die Divisoren der Reprisentanten aus (2.7) sind also gerade die N-fachen
der Basis aus (2.5) von D .

Trivialerweise ist N D™ eine Untergruppe von D* , und weil die Basisdivi-
soren aus N D sogar Hauptdivisoren sind, folgt dal N D* sogar Unter-
gruppe von JF° ist.

Weiterhin sind die Moduln #* und JF°° kanonisch isomorph; also ist die
Untergruppe N D% von JF° isomorph zu einer Untergruppe von U .
Es gilt N D*® C F*°, d.h. wenn jetzt gezeigt werden kann, dal D>®/N D>
endlich ist, so ist natiirlich auch D /F°° endlich.

Nun sind aber die Divisoren von M; gerade N-te Vielfache der Basisele-
mente aus My . D™ /F ist also eine endliche Gruppe, und es exisitert ein
Isomorphismus

g:D®/ND® — (Z/N Z)*N-1,

d.h. man kann abschitzen

u(DOO/fOO) < NSN—] .
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Jetzt wird die folgende meromorphe Funktionenmenge betrachtet:

3
M = |J M
=1
mit M; = {z,y,z-1}.

Definiert man noch My := M; U Mjs, so ergibt sich

Satz (2.8):

M, und M, erzeugen denselben Z-Untermodul von U .

Beweis:

Der Z-Modul U* wird multiplikativ geschrieben. Es ist klar, da§ sich z
und y Z-linear durch M4 ausdriicken lassen.

Weiter gilt:

1 -1 1 .
. = - — £ .
2-1 z-0 x_€]E<M4>=>x P e< My >

z—1 1 1

. = E< My > =
z—¢cy x-1 T — €y
T —€y 1 1

- ] - < M ==
zr—€efly z-—e¢ey z — ey € 42

z—elly € < My >; auflerdem gilt wegen

T—€y €< My >:




1 y—1 1
—_— My > = -
y—1 ‘ y—-§ y-1

1
y—¢&

E< My >= y-8 €< My >,

also < My >C< My > .

Andererseits erzeugen 3N — 1 Modulelemente einen Untermodul vom
Rang < 3N -1. Da < M; > frei vom Rang 3N — 1 ist, folgt
< My >=< My > . .

Definition (2.9):

Sei F* die von der Menge der zu den meromorphen Funktionen aus M;
gehorigen Hauptdivisoren erzeugte Untergruppe von F* und F** die von
der Menge der zu den meromorphen Funktionen aus M, gehérigen Haupt-
divisoren erzeugte Untergruppe von F° .

Bemerkung (2.10):
Wegen < My > =< M; > folgt < My >C < M; >,dh. F*™ist
Untergruppe von F* .

Mit < My >=< M; >, F* = N D* und der kanonischen Iso-
morphie U™ = F>  folgt, da {(z)+ F**, (y)+ F**,(z—-1)+F**} ein
Erzeugendensystem von JF*/F** ist.

Definiert man nun
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S:F|F* — (Z/N Z)®
durch

Su(@) + Xay) + Xz —1) + F) = (1, %, X9
so ist & wohldefiniert, denn es gilt

Al(m) + Az(y) + A3((E— 1) + .7:**

= p(z) + pa(y) + pa(e-1) + F*

= (M -m)E) + Q2—-p2)@) + (A3 —p3)(z-1) € F*™

<= (M —p1)((@o+...+an-1) — (co+...+cN-1))
+ (A2 —p2) ((bo+ ...+ bn=1) — ((co+ ...+ en-1))

+ (Aa—p3) (N bo — (co+...+en-1)) € F*= ND®

< (M —p1)(ao+...+anv-1) + (As—p3) N b
+ (A2 —p2) (bo+ ...+ bn-1)

—(M+X+A3 — pr—p2—p3)(co+...+en-1) € ND®
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. A N .
somit A= B (G = 1,23) ,
S ist also wohldefiniert.
Weiter gilt:

SMm@)+ )+ (z-1) + F* + w1 (z)

+ pa(y) + pa(z-1) + F*)

S((M+m)@) + Cat+p2) @ + As+pa)(z-1) + F)
= (M*¥p, M +pe, A3+ g3 )
= (le x2’ 33) + (ﬁ’l, ﬁ2’ ﬁ’3)

= S () + X (@) + X (a—1) + F*)

+ 8 (i (2) + pa(y) + pa(z—1) + F*).

S ist somit ein Homomorphismus.

Weiterhin ist S offensichtlich injektiv und surjektiv. Also sind die Gruppen
F*/F* und (Z/N Z)® isomorph.

Zusammenfassend erhilt man also
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D®/F>* 2 (ZIN Z PN
“und (2.11)

FF* 2 (ZINZ)Y.

Satz (2.12):

¢
Sei G eine Gruppe und G = (Z [/ n Z)" . Weiterhin sei H eine
Untergruppe von G mit

e

H=2Z/nmZ x...x Z[n, Z.

Dann gilt:

G/H = z/(nil)z X ... X Z/(%)Z.

Beweis:

Man wihlt ej,...,e, € H ,die via ¥ den Elementen

(1,0,00,0), 000y (0,0, 0, 1)

entsprechen und ebenso d; ,...,d, € G, die via @ den Elementen

(i,0,...,0),...,(0,...,0,1)

entsprechen.

Esist n-G= n-H = 0, die Ordnung von e; ist n; , und
offenbar teilt jedes n; die Zahl n . Ferner kann man die e’s als ganzzahlige
Linearkombination der d's ausdriicken:

T
e = Y ajpde , 1<j<r,
k=1
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wobei die a;x zwischen 0 und n — 1 gewédhlt werden konnen.

Behauptung :
Es gibt Elemente f; € G mit ;?J— fi = €.

Nun gilt:

,
0 = n;e = anajkdk in G,
k=1

also ist n; aj; Vielfaches von n:

) n
n; ajp = Tjen, somit Qajx = Tik ;— .
2

Man setzt f; = Y rjr dr und alle haben die Ordnung = .

Nun ist n
det (o) = (G: H) = H(n_)’ sowie
i i

n:
det (rjx) = det (=L ajp) = H(%)det (aje) = 1 .
i j
Weil det (r;x) = 1 ist, sind die Elemente fi ,..., fr eine Z-Basis von
G, d.h. esist

G/H ¢ X fi[Te) = X (@) (;%) z)

Satz (2.13):

Es gilt: Do [F* = (ZJN Z)*N-1.
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Bemerkung:

Die "obere Grenze” (Z/N Z)*N-1 von D>®/F* wird also um den Fak-
tor” (Z/N Z)? verbessert.

Beweis:

Nach dem 2. Isomorphiesatz gilt:
D®[F* = (D®[F™) [ (F*[F™) .

Wegen
(Z/N Z)®N-V ~ (Z/NZ) x Z/Z x...x Z|Z , (3N —4)mal

1aBt sich Satz (2.12) auf (2.11) anwenden:
(D[ F) [ (F*[F™)
> (/2P x @]}z

~ (Z /N Z)3N-4

Bevor jetzt ein Kriterium angegeben wird, ob eine Wurzel eines Elemen-
tes aus U wieder ein Element aus U ist, vorab die

Definition (2.14):

Sei X eine Riemannsche Fliche und S C X eine endliche Menge. Ein Ele-
ment f € Mer (X) , also eine meromorphe Funktion auf X , heift eine
S-Einheit, wenn die Pole und Nullstellen von f in S liegen, Bezeichnung

E(S).
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Sei nun C eine kompakte Riemannsche Fliche und f : C — IP! eine
nicht konstante meromorphe Funktion. Weiterhin sei S eine endliche Teil-
menge von C , die auflerdem alle Pol- und Nullstellen von f enthalte.

Betrachtet wird jetzt die Menge

c':=C-8§,

sowie die universelle Uberlagerung

p:H—C'" von C'.

Allerdings muB hier der Fall C = IP! | C' = IP! — {P, , P;} = (* aus-
geschlossen werden, um zu gewéhrleisten, daB die universelle Uberlagerung
die obere Halbebene IH ist.

Natiirlich ist p lokal biholomorph, f o p ist holomorph auf IH und fopist
iiberall ungleich Null.

Nun existiert eine holomorphe Funktion log fop auf IH mit

elog fop _ fOp.
Diese Aussage folgt sofort aus dem bekannten Satz (2.15):
Sei X eine einfach zusammenhingende Riemannsche Fliche. Dann exi-

stieren zu jeder holomorphen Funktion f : X — @* holomorphe Funktionen
g,h mit

ef=f ud AV=Ff.
Satz (2.16):

Ist G := Aut (IH,p) die Decktransformationsgruppe von IH bzgl. p und
o € G,soistfir 2z € IH

2 Yo = ((log (fop) 00) (2) — log (fop) () € €

eine Z-wertige konstante Funktion.
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Beweis:

Es gilt:
e98 (fop) (o z) — log (fop) (2)
_ s Uon)lo2)  (fop)(o2)
o8 G0 B = (fop) (2)
fpoz) @i f(p2)
— P =) = EA o R 2.18
f(p 2) f(p 2) (2.18)
Bemerkung:
(2.17): o ist Decktransformation; die Schreibweise ‘;—Ez—z—;
(konkrete Schreibweise (_fo_p_)_(_a@ ) wird zu keinen Mifiver-
(fop)(2)

stindnissen fiihren.

Aus (2.18) folgt jetzt:

log (fop) (o 2) — log (fop) (2)€ {2kri /| ke Z}.

Da IH (bzw. IE) zusammenhingend ist, folgt fiir alle z € IH:

log (fop)(02) — log(fop)(z) = 2xli,leZ.
Satz (2.19):

Die Konstante (2.18) aus Satz (2.16) ist unabhingig von der Wahl des
Logarithmus log (fop) .
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Beweis:

Ein anderer Zweig des Logarithmus von f o p unterscheidet sich von log
fop um eine Konstante 2wik (k € Z), die aber bei der Subtraktion (s.
Satz 2.16) wieder verschwindet.

Defninition (2.20):

Die Konstante Ip2) = (2.18) wird mit L(fop, o) bzw. kurz

f(p 2)

mit L(f,0) bezeichnet und logarithmisches Symbol genannt.

Satz (2.21):

Es gibt genau dann eine holomorphe m-te Wurzel f = von f auf C , wenn
m fiir alle o ein Teiler von L(f,0) ist, d.h. :

Sei f € {f € Mer(C)/ord, f = 0Vp ¢ S} und f besitzt eine m-te
Wurzel als Funktion auf

C:<= m|L(f,0)Vo € Deck (p:IE — ().

Beweis:
» => ”:

Sei 4 ein Weg von z nach o(z) und
¢=g™ mit ¢ € Mer (C); dann gilt:

- L 4 _ 1 4™
W)= [ F=m | &
poy poy
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und / % ist ganzzahlig.

poy

» ”.
=> :

Aufgrund der Abbildung p : IE — C’ existiert log (I o p) . Ferner existiert
¢ = em 198 (J°P)  auf der universellen Uberlagerung. Definiert man noch

¢°(2) := ¢ (0(2)) , so erhilt man
("0 1) (2)
= exp [ — (log (fo7)) (0(2)) |
exp [ = (log (f o)) (2) ]
= exp [ - (log (fop) (0 2) ~ log (fop)) (2)]

. . L(f,ﬂ)
exp (% L(f,d)) = (exp ?g)

- EL(f )

Nun ist aber
£ = g g,
Da m|L(f,0) gilt, folgt €% = ¢, d.h. es existiert ein € € Mer (C) sowie
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£ € Mer (C'), als Anwendung des Riemannschen Fortsetzungssatzes.

Satz 2.21 wird jetzt auf
C = F(N) und
C'= F(N)Y = F(N)— F®(N)

angewendet.

Bemerkung (2.22):

Die Abbildung
L(f,):Auwt(U,p) — Z

mit der universellen Uberlagerung U ist ein Gruppen-Homomorphismus.
Dann wird ein Homomorphismus

L(f,): Aut U,p)/ [ Aut (U,p) , Aut U,p)] — Z
o [Aut U,p) , Aut (U,p)] — L(f,0)

induziert, der ebenfalls mit L(f , -) bezeichnet wird.

Feststellung (2.23):

Sei M* die multiplikative Gruppe der meromorphen Funktionen ¢; auf C

mit der Eigenschaft, daB die Menge der Null- und Polstellen eine Teilmenge

von C - C' ist.

Dann ist fiir alle Decktransformationen o € Aut (U,p) die Abbildung
L(-,o0): M* — Z

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis :

Klar, weil log (fg) = log f + log ¢  gilt.

a.

L(-, o) verschwindet auf den konstanten (const.# 0) meromorphen Funk-
tionen, wegen
d t. 0
L(const. , ) = / ons - / =
const. const.
po(z,0z) po(z,02)

Nun induziert L(-, o) einen Homomorphismus L(-, o) : U® — Z,
der ebenfalls mit L(- , o) bezeichnet wird.

L(- ,0) (fO7) = L(-,0) (f) = L(f,9).

Zusammenfassung der Resultate iiber L(f, -) und L(-, o) liefert:
L ist ein Homomorphismus in der ersten Variablen, d.h. es gilt

L(fg,0)
offensichtlich gilt auch

L(f,ot) = L(f,0) + L(f,7) ,
das Symbol L(f,o0) ist also bimultiplikativin f und o .
Die Abbildung

L(f,0) + L(g,0) ;

1l

L:U® x Aut (U,p) [/ [Aut (U,p), Aut(U,p)] — Z

ist Bilinearform.

Sei fi,..., f; eine Aufzdhlung der Funktionen (2.2) und oy ,..., o, ein
Erzeugendensystem von

Aut (U,p) / [AutU,p) , Aut (U,p)].
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Bildet man die Matrix

L(fl ) 0'1) L(f.,- ,0’1)
: : , (2.24)
L(fi, 05) ... L(fy, 05)

so erhilt man durch elementare Spalten- bzw. Zeilenumformungen wieder
eine Matrix dieses Typs. Durch die Methode der Matrix-Reduktion bekommt
man neue meromorphe Funktionen ¢ ,..., ¢g; und ein neues Erzeugenden-
system

M oyenes M von Aut (U,p) / [Aut (U,p) , Aut (U,p)],

sowie eine Diagonalmatrix

1
(o]
N

mit mg = L(gk , ) -

Dann gilt

Satz (2.25):

£ el
g1t y.e.., git ist ein Erzeugendensystem bzw. Basis von U™ .
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Beweis:

Klar, da durch elementare Zeilen- bzw. Spaltenoperationen der Rang einer
Matrix nicht verdndert wird. Diese Umformungen sind Bestandteil der Ma-
trixreduktion.
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2. Berechnung der logarithmischen Symbole (Perioden)

Nun werden die fiir die Matrixreduktion ben&tigten logarithmischen Sym-
bole (Perioden) berechnet. Hierfiir ist es sehr niitzlich, sich vorab folgendes
Diagramm zu vergegenwirtigen.

U —F(N)}

A p'

F(1)' =C-1{o, l}

Im folgenden werden also die Perioden bzgl. der Uberlagerung A bzw. bzgl.
der Uberlagerung p berechnet. Da aber keine Mifiverstindnisse zu befiirch-
ten sind, werden beide logarithmischen Symbole mit L( , ) bezeichnet.

Sei also A : U — @ - {0,1} die universelle Uberlagerung von € — {0,1} .
Aus U wird spiter die universelle Uberlagerung von F(N)' konstruiert. Die

Abbildungen A und 1- X sind holomorph und ungleich Null auf # . Also
existieren N-te holomorphe Wurzeln % bzw. § von A bzw.von 1— ).

Satz (3.1):
Fir o € Aut (U,0) gilt:

£ oo = (L) 3 und

joo = £L(1—f\,¢7) ]
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Beweis:

Es gilt firalle z € U :
gH) 3(2) =

- elg-i [5}5 ((log X) o o(z)-log A(z))] . j(z)

(A(o2))¥
(A=)*

—-—joa(z)-iz = % o o(z
) (2)

- #(2)

Vollig analog erhélt man:

fL(l—A,a) =§o a(z)

Satz und Definition (3.2):

Sei ®:= Aut (4,A) und ®(N) die Menge aller ¢ aus ® mit 0 0 % =
und g o §=7.

Dann ist

d(N) Unt d
charakterisiert durch (N) Untergruppe von

P(N)={oc € &/ L(Ao) = O(N) und L(1-Ao) = O(N)}.

Beweis:

Offensichtlich ist ®(/N) Untergruppe von & , so dafl noch zu zeigen bleibt:

” e,
c”:
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Es gelte # o o = & . Mit Satz 3.1 ergibt sich dann:

= N =1 =
. L(A,0) ) L() o)
= 2ni I € 2MZ +— N € Z,

dh. L(\0)=0(N).

Analog folgt aus § o 0 =§ auch L(1-A,0) = O(N).

» 3”:

Nun gelte L(A,0) = O(N) bzw. L(1 - A,0) = O(N), also

LA, 2-LA0 _
€(U)=eﬂ"l yi 1,

und wegen 5-(7'\;]2-1 € Z sowie Satz 3.1 gilt £ o 0 = & . Vbllig analog
folgt § o o=7¢.

Bevor nun die universelle Uberlagerung von F(N) konstruiert wird,
ist es angebracht, der freien Gruppe ® mit Untergruppe ®(N) einen
eigenen Abschnitt zu widmen. Motiviert durch die folgenden Anwendungen,
bildet dieser Abschnitt gleichzeitig das Fundament der Integrationstheorie
(Berechnung der Perioden) bzw. der Matrixreduktion.

48




Die freie Gruppe @ mit Untergruppe ®(N)

Satz (3.3):

Seien A und B Erzeugende von @ . Man hat einen Homomorphismus
-7 x Z

A-—(1,0) , B —(0,1)

Es sei

a:®—Z | NZ x Z | NZ obiger Homomorphismus, gefolgt von der
kanonischen Abbildung

Zx Z—Z|NZ x Z|NZ
Sei P(N) := ker a

Dann gilt:

BN) = {C=A"B" ... A*B* €& /Y vi = 5 w = O(N)}

Beweis:
nym,
Es ist
a(C) = a (A" B* ..... A% B#)
= a(A) -a(B)" -.... a(A)* -a(B)H*
= oAy ... a(A)*-a(B)" -...- o B)"*

= o(A)L¥% . o(B)LH
= 1.1

= 1
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” C”:
Hier folgt aus

a(A) v a(B) XH =1 sofort N|Yvi und N| Y

Satz (3.4):

Ist $:®—Z [ NZ x Z | NZ irgendein surjektiver Homomorphismus,
so gilt ker §=®(N); d.h.:
®(N) ist der eindeutig bestimmte Normalteiler von & mit

®/®N)~ Z/NZ x Z | NZ.

Beweis:
» C”

Sei wieder C = A"t B .. .. A% Bk |

also
B(C) = BA)Z ¥ - B(B)LH

A und B sind Erzeugende von & , damit erzeugen B(A) und
B(B) (Z | NZ)?. Es gilt dann

ord 3(A) = ord B(B) = N

Aus der Voraussetzung

BAZY - BYZH = 1
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folgt nun

NIZV,- und N|Zu,~

" ist nach dem Gesagten jetzt trivial.

Satz (3.5):

®(N) wird erzeugt von AN und BY sowie von der Kommutatorunter-
gruppe ®°=[®, 9].

Beweis:
Der Beweis zerfillt in zwei Teile:

1) Die von [®, ®], AN, BN erzeugte Untergruppe U ist Normalteiler
2) ®(N)=U

1) zu zeigen ist

gUg e U firalle g e ®

Nun gilt:

gAVg™l = g (g7'ANANg) ANg™
(997) AN (A~NgANg™T)
AN (AN gl e U

Fiir BN verliuft die Rechnung véllig analog.
Fir [®, ®] ergibt sich:
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g(zyzly™1) g7 = gzyzly-lg-!
= gryglgz~lg gy lg~!
= geg~'gyg~! (929~ 1) (gyg—1)!

= lgzg™t , gyg™ € U

2) ®N)=U
a) ®N)cu
Ein Wort C war gegeben durch

C = A" B* . ... . A% B

Seien nun die ersten vier Buchstaben des Wortes C' gegeben durch A”, B# , A"
und B*

dh. C = A" B* A* B . ... . A" B#k

Betrachtet werden jetzt die ersten 4 Buchstaben:
C = AY B* A~ B

Es gilt:

(e}
It

AY B* A7V A~tv B)
= AY B* A" B~# B* A~tv B}
= [4, B¥] B» A*t¥ B> |

dh. [4”, B#]™! . C ist ein Wort mit mindestens um 1 reduzierter Linge.

Nun werden die letzten drei Buchstaben B* , A"** = B?* betrachtet.
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Mit a:=p, B:=kKk+v und 7:= A ergibt sich:

B* AP BY = B* AP B~ Botv
= B* AP B~ AP AP Botv
[B* AP] A=8 Bt

i

Sukzesssives Anwenden dieses Verfahrens auf eine beliebige Wortlinge ergibt
dann die Darstellung

C = F . A’ Bt

Dabei ist F ein Produkt von Kommutatoren und fiir é und ¢ gilt

§ = ¢ = 0N)

Die Inklusion #4 C ®(N) ist klar.

a
Satz (3.6):
®(N) wird auch erzeugt von AV |, BN sowieallen y ABA"1B~14~1, v € &,
also
®N) = < [@, @], AN, BN >
= < 7[A’B]7_l’ AN’ BN >
Beweis:

Sei jetzt U die von AN, BN, yABA™1 B~1 41 erzeugte Untergruppe.
Wie noch gezeigt wird, ist & Normalteiler. Weil dann ABA™! B~1 =1
in ®/U ist, ist die Faktorgruppe ®/U abelsch.

Also gilt [® , ) C U und mit der Voraussetzung AN, BN ¢ U
folgt ®(N) Cc U.
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Es muB also noch gezeigt werden: U ist Normalteiler.

Es reicht zu zeigen, daf§

vyAN 471 und BN 47! wiederin U =< yABA"'B-1471 AN BN
liegen.

Jetzt werden folgende Fundamentalrelationen betrachtet, die in jeder Gruppe
gelten.

*

¢t pc~®) p=t = ¢cc* pck D' ¢t cpCct DY

(+*

cp*t et p~) = ¢cpc-! D! D ¢D* ¢! D7k D!

Nun gilt
v AN 47h = (y AN 47T AN AN

Man reduziert jetzt v AV =1 A=V mit Hilfe von (**) zu einem Produkt
von Konjugierten der Form a A a1 A™! (% * %)

1. Fall: a = BA

a eingesetzt in (***) ergibt:

BAAA™' B=1 A”! = BAB-' A-! = [B, 4]
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mit A:

BA~1 A AB-1 A1
BA B A™! = [B, A]

BBAB-' B1 A1

BBAB-! (A-! B~! BA) B~! A~}
BBAB~! A~! B~1 (BA B! A™Y)
(BABA-! B-! B-1)~! BAB~! A-!
A[B, A

(BABA™! B! p—1)~1

4. Fall: a = BB™!

aAa1471

BB~! A (BB~1)~1 A~}

BB-!' ABB~! A-1

BB-! ABA-! B-! AB-! A-!

(BAB-! A= BB~1)~! BAB~! A™!

(BB~! BAB~! A= BB-1)"1 . [B, A]

(BB~! (ABA~! B-1)-1(BB~1)"1)~! . [B, 4]
BB~! (ABA~! B-1) (BB~!)"1 [B, 4]

(A, B][B, 4]

Es wird also die "Lénge von B ” abgebaut. Dieses Verfahren wird dann
mit einer neuen Anwendung auf [B, A] = BAB™! A~1 fortgesetzt.
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Satz 3.7

Die Elemente AN , BN , p ABA™! B~! p=! | wobei p aus einem Vertre-
tersystem fiir die Rechtsnebenklassen von ®(N) in ® gewihlt ist, erzeugen
®(N) modulo ®(N)°, d.h.ihre Bilder ®(N) / ®(N)°.

Beweis :

Aus Satz 3.6 ist bekannt
®(N) =< AN, BV ,yABA ' B 1y /7€ d >

Es reicht zu zeigen:
Jedes Element y ABA™! B~1~~1 kann man als 0 p ABA~! B~ p~1 o1

mit ¢ € ®(N) schreiben.
Nun gilt:

¥ ABA™' B71y™! = ogpABA'Blplo! = o¢ot?
opol¢le = [0, ¢

i

mit ¢:=p[A, B]p~! undaus [A, B] € ®(N) folgt p[A, B]p™! € &(N).

Bemerkung:

{A’ B*} oder auch {47 (AB)*}, 0<j, k< N -1 istein solches
Vertretersystem.

Fiir die weiteren Anwendungen werden die Erzeugenden A und B wie
folgt prazisiert.
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Die kanonische Identifikation ® mit der Fundamentalgruppe Z * Z von
€-{0,1} soll A aufeine Wegeklasse abbilden, die den Punkt 0 genau ein-
mal aber nicht den Punkt 1 umliuft. Analoges gilt fiir B mit vertauschten

Rollen von 0 und 1. Die Umliufe sind im mathematisch positiven Sinn
gemeint. Die Skizze illustriert die vorliegende Situation.

b‘\
b‘\
o
m‘\

Nun wird die universelle Uberlagerung p: 4% — F(N)' von F(N) kon-

struiert.

Satz (3.8):
Die Abbildung p:U — F(N)

p(r) = (8(r), 9 (), 1)
ist die universelle Uberlagerung von F(N) mit ®(N) als Decktransfor-
mationsgruppe bzgl. p .

Beweis:

Wegen
FON Y = AM+A-N () = 1
ist p wohldefiniert.

Die Abbildung p ist holomorph, weil die Koordinatenfunktionen s ¥
und 1 holomorph sind. Trivialerweise ist p nicht konstant, also ist p
Uberlagerung.

AuBerdem ist p surjektiv. Sei dazu (X,Y,1) € F(N) . Nach Konstruk-
tion von F(NY gilt XN ¢ {0,1}.
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Da A:U — @ - {0,1} die universelle Uberlagerung von € — {0,1} ist,
gibtesein 7 €U mit A (1) = XV .

Wegen (X,Y,1) € F(N) gilt

1—')\(T) = I—XN = YN

Es existieren N-te Wurzeln mit
AENF = &(r) = XM = ¢ X
fir 7€ {0,..., N-1} sowie
(1= %) (¥

fir ke {0,..., N-1}

j(r) = YN¥ = ¢y

Wihlt man jetzt ¢ € ® mit
L(Mo)=-j ud L(Q1-Ao)= -k,
so folgt
E(@r),§0r),1) = (O z(r), 024 (), 1)
= (98X, Y1) = (X,7,1)

alsoist p:U — F(N)' surjektiv.
Zu zeigen bleibt noch

Satz (3.9):
Sei 0 € ® und j,k € {0,..., N-1}.

Dann kann man o so wihlen, dal L (A,0)=—j und L (1-A,0)=—k
gilt.
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Bewesis:

Nach dem bisher Gesagten iiber die Erzeugenden A und B kann man
offentsichlich

LOA,A) =1, L(l-X,A4)=0
L(A,B)y=0, L(l-X,B)=1

wihlen.

Man erhilt also

LA, A) =4, L@A-Xx,A)=0
L(\, B¥ = L(1-X, BY = &

[
=]

und damit
LA, AAB* = j+k
L(1-X, A BY =&

Sei jetzt (s,r) € Z? und 0.B.d.A. §<r mit k:=r sowie j:=s—r.

Dann gilt:
LA, AAB* = r4s-r =3
bzw.
L(1-X, A B* = k = r
Es folgt:
S:¢ — Z?

o — (LA, 0),L((A-X,0)

ist ein Epimorphismus.

Trivialerweise ist dann auch die Abbildung
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§:¢ — (Z/NZ)
o — (L(A,0)+NZ,L(1-X,0)+N2Z)

surjektiver llomomorphismus.

Aus Satz 3.4 folgt jetzt, daB ker S = ®(N) gilt, d.h. F(N) ist der
eindeutig bestimmte Nomalteiler von ¢ mit

®/®(N) 2 (Z/NZ)

Bevor nun sukzessive alle fiir die Matrixreduktion benétigten logarithmi-
schen Symbole (Perioden) berechnet werden, soll noch einmal auf die (schon
eingangs crwihnte) neue Situation aufmerksam gemacht werden. Im folgen-
«den bezieht sich das Symbol L (f,0) immer auf die Uberlagerung p und
f € E(S), S=F(N)-F(N).

Das Diagramm illustriere die Situation.

U - F(N)'< - FIN)

o

c-{o,1}= Fu) < — )

60




Zum Normalteiler ®(N) korrespondiert die Zwischeniiberlagerung
p:U—F(N)Y, zu ®/®N)=X Z/NZ x Z|NZ
die Uberlagerung p' : F(N)Y — F(1) vom Grade N2 .
Weiterhin gilt nach Definition von p:
Z=zo0op und §=yop

Mit o0 € & (N) folgt dann:

agz
L(zN,0) = L (2N o p,0) = /dlogmN op =

= 7dlog:iN = 7dlog)\
sowie 2 "
L(Ao)=L(id o A,o)=7d log id o /\=7dlog A,
also z z
L(zN,0) = L ()\0)
Wegen NL (z,0) =L (zV,0) gilt

L (z,0) = % L (A 0)

Weiterhin ist

L (z,0) = L(z o p,o) = L(z,0) ,
somit
L(z,0) = v L (o) = L(#0) ,

d.h. es geniigt L (£,0) zu berechnen.
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Analoges gilt fir L(§,0) , deshalb wird im folgenden z bzw. y fiir &
bzw. § notiert.

Jetzt wird sich herausstellen, daf gilt:
L (z,ABA™! B') = L (y,ABA™' B~!) = 0.
L(z,AN) =1, L(yAN) =0,

L(:l:,BN) =0, L(y’BN)zl,

_ -1 57=0
L(x—fJ,ABA‘lB“l)z{ 1 5=1
0 2<j<N-1,
L(x—fj,AN) = 0,
(3.10)
) N j=0
— &3 BNy =~
Le-emM={y {ZTjcnot,
' 1 7=0
L(y—¢&,ABA™? B‘lz{ -1 j=1
0 2<j<N-1,
. N j=0
—ti ANY =
L(y_gj’BN) =0,
. -1 57=0
L(z~-¢¢& y,ABA"! B™Y) = 0 1<j<N-2
1 j=N-1,

L(z—e¢y,AN) = 0,

L(z—€e¢ y,BY) = 0.

Allerdings miissen noch einige Vorbereitungen getroffen werden.
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Bei der Berechnung von L (z—¢7, ABA~! B~!) kann man nicht die ”volle”
Linearitit von L ausnutzen, weil A bzgl. der Uberlagerung z — ¢/ keine
Decktransformation ist; dies ist nur bei ABA™1, B und B~! méglich,
genauer:

Es liegt folgende Situation vor.

Die Uberlagerung A hat eine Faktorisierung A =z o p. Es gilt dabei
A=(z o p)V und 1-X = (y o p)¥. Zur Uberlagerung p gehort
die Decktransformationsgruppe ® (N). Da z und y Funktionen auf
F(N) bzw. F(N) sind, kann man auch nur die Additivitit fir o's

aus @ (N) benutzen. Ansonsten ist die noch zu beweisende Gleichung
L(finovy Y)=L(f o v,0), fe ”(22)" , vy€ & anzuwenden.

Deshalb wird gezeigt:

Satz (3.11):

Sei f aus (2.2), c€®(N) und Y€ ®. Danngilt: yo v 1€ & (N)
sowie

i) z oy = g

ii) y oy = EL-A)y

iii) (z—¢) oy = £0 (g — g-LOW)

iv) (y— &) o y = ¢LI-2 (y - gi-L0-2)

v) (z—cbiy) oy = L (g — g g-LOMHLA-2)y)

d.h. wenn f € ”(2.2)” und y € &, so unterscheidet sich f o ¥ von f
nur um eine multiplikative Konstante ¢ € C* .
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Beweis:

Aus Satz 3.5
einzusehen ist:

L (M\yor™h)

folgt sofort v o 7~! € ® (N), was aber auch wie folgt

= L(’\17)+L()‘,0)_L(’\a7) = L (\o) = 0(N).

Die Behauptungen i) und ii) wurden schon in Satz 3.1 gezeigt.

Nun gilt weiter:

iii)

iv)

(z-¢&)oy =2zo0 N8 = gL g — ¢
= (O (2 - ¢i-LO)

(y—&)oy=yonq-—& = U2 y_g
= €L(1_Av'7) (y —_ EJ.—L(I—A,’Y))

(z—cbiy)oy =z 07— cllyor
= £L(A"7) T —€ EJ EL(I"A(Y) y

= EL(’\fY) (x — £ &j—L(I.’I)‘FL(l—)\,‘Y) y)

Korollar (3.12):

Unter den Voraussetzungen von Satz (3.11) gilt:

i)
ii)

L(fiyov™) = L(f ov0)

L(cf, o) = L(f,0), cE€ {1
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Beweis:

-1

i) L(fo'y,a)=7 4f o) _ M/Z d(f o 7)

fon A, fon
= 7127* <%> = w]“z d—fi = L(f,y o)

1z

Es ist klar, daB f o v ein Element von FE(S) ist, denn es gilt
foyoo=foyaylog=/foq

ii) trivial

In Satz (3.6) wurde gezeigt, daB @ (N) von y ABA™! B~1y71  y€ &
und AN , BV erzeugt wird. Wegen ABA™' B~ , AN | BN € & (N)
kann man aufgrund von Korollar (3.12) fiir beliebiges f € (2.2) und
o € & (N) das logarithmische Symbol L (f,o) berechnen, wenn man
L(f, ABA™* B~Y), L (f, AN) und L (f, BY) kennt.

Satz (3.13):
Fir A,B e ¢ gilt:

i) L (z, ABA"'B™') = L (y,ABA™' B~!) = 0
i) L(z, AN) =1
iii) L(z, BY) = 0
iv) Ly, ANy = 0
v) L(y, BN) = 1
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Beweis:

i) A und B sind Erzeugende von ® mit
LMVA) =1, L(A-XMA)=0 , d.h. es ist

L(z, ABAT'BYy = £ L(\ ABAT'B) =0 ,
da ABA~! B~! Kommutator ist. Véllig analog ergibt sich

L(y, ABAT' B™') = L L () ABA™'B1) = 0

ii) L(z,AN) = NL (z,A) = L(zN,A) = L(\A) = 1
iii) L (z,BY) = NL (z,B) = L(zV,B) = L(\,B) = 0
iv) L(y,AN) = NL (y,A) = L(yN,A) = L(1-X14) =0
v) L(y,BY) = NL(y,B) = L(4N,B) = L(1-\,B) = 1

Nun erfolgen einige grundsitzliche Betrachtungen zur Berechnung von
L(z‘—-fj,o'), L(y—fj,a) und L(w-{jy,a).

Es gilt:

L (?y-—eﬁj,a)+L(y,a) =L (y (%—efj) ,a)

=L (x —e ¥ y,a) (3.14)

Fir o € {AN, BN, ABA™' B!} ist L (y,0) bekannt, so daB noch
L(%~-c¢ ¢7,0) zu berechnen ist.
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Definition (3.15):

Fiir 0 € ® sei
Up := {c€®/L()\o) = 0(N)} ,
Up := {o€®/L(1-Xo) = 0(N)} ,
Us := {o€®/L(\a)—L(1-X) = 0(N)}

Weil L (z,-) und L (1—-A,-) Homomorphismen von & nach Z / NZ
sind, sind Uy, Uz bzw. Us Normalteiler in & .

Die Einfiilhrung dieser Gruppen geschieht deshalb, da A bzgl. der Uber-

lagerung = — & keine Decktransformation ist. Diese Problematik wurde
schon besprochen.

Satz (3.16):
Es gilt:

i) =z

i
)
[e]
)

Yoel,
ii) y=yoo VoeU;

iii) =Z%oo VoeUs

@y

Beweis:

i) zoo = g = EFLM) gy = 1. = 2

. L(l1-\0o
ii) yoo = El(l—/\,a)y = e21rg L1 ,[y - 1-y =y

67




L(\o
i) =o0o0 = 27 L) o L0 -L(1-20) &

i
o

zoo  ¢(L-Xo) y Y
. o)— -\,
o Azl T T T
y y y

Aus Satz (3.16) folgt sofort (3.17) :
i) (z-€8)oo=zo00-¢ =z-¢& VYoel

ii) (y—Ej)oazyoa—szy—fj Voel,
1{_ i\ o
iii) (y 5{) o

Jetzt werden die Perioden

1l

L(x-¢& ,ABA'B™', L(y-¢&,ABA'B~Y) und
L (f —e¢i, ABA™! B—l) betrachtet.

Ziel wird es zuerst sein, einfachere Ausdriicke zu finden, die leichter zu be-
rechnen sind.

Es gilt:
L(z-¢, ABA™! B1)

= L(z—-¢,ABA™Y) + L(z-¢& , B™Y)

L((z-¢)o0 AB) + L(z-¢, B™)

L((zx-¢) o AB) — L(z—-¢, B)

i

L (€40 (5 - ¢LOA), B) — [ (z-¢, B)

L (z_gj—l, B) - 1L (m'_{j, B)
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L (y-¢&, ABA™! BY)

fl

L(y-¢,4) + L(y-¢, BA™ B™)

L(y-¢, A) + L(y-¢&, BA™ BY)

L(y-&, 4) + L((y-¢) o B, A1)

L(y=¢, A) + L (¢H0-2B) (y—gi-l0-0B)) | 41)
L{y-¢,A4) + L(y-¢1, 4™

L(y-&,A) - L(y-¢&1, A)

L(2-c¢, ABA1BY)

L(3-€&,AB) + L(E-c¢l, A7 BY)

L(2-¢l, AB) + L (£-e¢, B(AB)™1) B™)

L(5-¢&, AB) + L((2-¢ &) o B, AB)

L(£-e¢, AB) - L(X (z-¢c &) o B, AB)

L(§-e&, AB) ~ L ( £X0B) (z—¢ ¢-LOBIHLA-MB) o) 4 )
L(-¢&, AB)-L (L £ (z-c &t y), AB)

L($-¢c&, AB) - L(£(2-¢ &4, AB)

L(2-e¢, AB) — L (E—c &+, AB)
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Insgesamt gilt also:
L(z—-¢,ABA*B™Y) = L(z-¢"',B) - L(z-¢, B)
L(y-¢, ABAT'B™") = L(y-¢, 4) - L(y-¢', A4)

L(2-c¢, ABATVB™Y) = L(2-¢¢, AB) — L(2-¢ &%, AB)

(3.18)

Bevor nun L (z — ¢/, B) berechnet wird, zuerst eine Vorbemerkung.
Man setzt:

wV = z auf €-(-00,0] mit w(l) = 1

Nun gilt:

eV o= NN = (wod)VN = z = £ (wo))

Es wird also z so gewdhlt,daB 2 = A* w =wol und w" =2 (auf Q)
mit w (1) =1 gilt.

Wihlt man eine andere Normaldarstellung, so kann in den Ergebnissen (Pe-
rioden) und damit in der Matrixreduktion eine Einheitswurzel ¢* erschei-
nen, die aber mit der gerade getroffenen Wahl vermieden wird.

Es ist jetzt:

1 Bug
Lz-¢, B) = 5~ [
Uo

dx
xz—¢

70




1 7‘° X (d2)

271 N zN-1 (g - ¢&7)

Ug

Bug

_ At dz
T 2miN u/ A* (wN-1 (w - &9))

dz
27riN’ wN-1 (w — &)
B

27er / z (w 51

Offensichtlich ist das Integral im Falle j # 0 gleich Null, denn der Wert
& wird nur fir j =0, alsofir & =1 angenommen.

Fiir .7 =0 gilt:

/ w(wV14+w¥"24 .. +w+l) dz
2N z z—-1
lp

w w14V 24 L fwtl)

= Nz lo=1 - Res 715y

Insgesamt hat man damit

; 1 fir =0
) —
L@ E’B)‘{o fir 1<j<N-1
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Véllig analog erfolgt dann die Berechnung von L (y — ¢9,A), d.h.esgilt

; 1 fir =0
L(y_e’A)z{o 1<jJ<N——1

Offensichtlich gilt dann auch

_gopny_ [N fir j=0
L 6’B)‘{o firl<j<N-1

sowie

N fir J
1

: 0
L(y—EJ’AN)z{O fir j<N-1 ,

IANH

da der Komposition von Decktransformationen der Multiplikation der Ho-
motopieklassen entspricht. Die Wege werden dann mit N -facher Geschwin-
digkeit durchlaufen. Als weitere Konsequenz nach Wahl der Erzeugenden
ergibt sich demnach

L(z—8,ANy=0 bzw. L(y-¢&,BN)=0

Mit Hilfe von (3.18) folgt

_ -1 fir j=0
L(z—~¢, ABAT' B ) = { 1 fir j=1
0 fir 2<j<N-1
Vollig analog berechnet man
. 1 fir 7=0
L(y—¢, ABA™' B = { -1 fir j=1
0 fir 2<j<N-1
72




Es folgt die Berechnung von L (Z —¢ §/,AB) . Man wihlt w holomorph
auf €—-[0,1] mit w¥ =1 und w () =¢, Nw= £ . Es gilt dann

wN(00) = =1 und (A\*w)N = (f)N . Unter Beachtung von dz = —z%d (1)
und Nw"~'dw=d (%) = iy erhilt man

L(%—se’, AB)

ABu z

_ 1 ° d(%)

271 J f —c &

Lo

T2 w—¢ ¢
laB

_ 1 / wdz

T 2mi Nz(1-2)(w—¢&)
laB

- wed (3)

T 2mi N(1-2)(w-e¢ &)
I2B

1 ist lokale Karte auf €* . Das letzte Integral ist nun die Summe aller

Residuen des in € — [ 0,1] meromorphen Integranden auflerhalb des Weges
7B !

Nun sind die Funktionen w, {%; in € —[0,1] holomorph, ebenso w—_—i-?
fir j#0, dadann w nirgends den Wert ¢ ¢ annimmt. Fiir j #0 ist
also L(-:——E{J, AB)=0.

Seinun j =0, dann gilt:

(w—s)=e<2—1> und (2-1>((%)N~1+...+-‘83+1)

£
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L(g-ee‘, AB)

1 —w (BN L+ 241y d(d)

218 / eN )
I2p

—w (V14 . +241)

- = la=co + Res oo ()

—e(l4 ... +14+1) _ _

1
eN

Mit (3.14) und (3.18) ergibt sich schlieilich

-1 fir 7=0
L(w—eij,ABA_lB"1={ 0 fir 1<j<N-2
1 fir j=N-1

Nach diesen Betrachtungen gilt dann offensichtlich auch
L(ﬁ—s{j, ANy =0 sowie

] Ny _
L(Z-e¢, BV) = -1, dh
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unter Beachtung von (3.14)
L(z—¢etly, AN) =0

L(z—¢&ly, BY) = 0

Damit wurden alle fiir die Matrixreduktion benétigten Symbole berechnet.
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3. Die Matrixreduktion

Jetzt wird der Beweis fiir Theorem 1 abgeschlossen. Der direkteste Weg
um die Struktur der Gruppe D/ F*° zu erhalten, ist natiirlich alle Funk-
tionen auf F(N) zu finden, deren Divisoren Elemente von F* sind;
und das sind alle Funktionen, die Pole oder Nullstellen hochstens in den
unendlich fernen Punkten besitzen. Die multiplikative Gruppe dieser Funk-
tionen modulo €@* wurde mit U4* bezeichnet. U* wird nun dadurch
explizit bestimmt, indem man alle Elemente auflistet, die offensichtlich zu
U gehoren; dies geschah in (2.2), und die noch zu vollziehende Matrixre-
duktion liefert dann die restlichen Elemente eines Erzeugendensystems von
Mer® (F (N))/@* . Durch die kanonische Isomorphie U* — F* kann
man auf die Gruppenstruktur von D*®/ F* schlieen, genauer liegt fol-
gende Situation vor:

Es war
F*™* C F* C F*° C D* ,
D®) F>* & (Z | NZ)3N-1
Fr| F* = (Z | NZ)®
sowie
F®[F* & D®| F* — D®[ F*
mit

D®/ F* = (Z [ NZ)3*

Die Matrixreduktion wird nun folgendes Ergebnis liefern.

AuBer drei mis , 1 < i < t, werden alle anderen Diagonaleintrige
my, mg, ..., my 1 sein, d.h. fiir ungerades N ergeben sich diese drei
mis zu N, N, N und fiir gerades N zu N, N, N/2.
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Aufgrund von Satz (2.12) mit r =t, n = N und =n; = m; ergibt sich
dann die Struktur von D>/ F* .

Wie aus Satz (3.7) bekannt ist, wird ® (N) /[ ® (N), ® (N)] von den
Elementen AN, BN und pABA~! B! p~! erzeugt, wobei p aus einem
Vertretersystem fiir die Rechtsnebenklassen von ® (N) in & gewihlt
wurde. Wihlt man als Repridsentanten

AF (AB)™ mit 0<k:=r, m<N-1,

so ergeben sich die Erzeugenden zu

(A* (AB)™) ABA~! B~1 (A* (AB) ™ )~

AN (0<k, m<N-1) (4.1)

BN

Die Konjugierten von ABA~! B~1 werden jetzt so angeordnet, daff alle
festen Potenzen von A in einem Block erscheinen, wohingegen die Potenzen
von B innerhalb eines Blockes in aufsteigender Reihenfolge notiert werden,
bzw. man ordnet die Konjugierten von ABA~! B~! lexikographisch bzgl.
des Paares (k,m) an.

Die Funktionen aus (2.2) werden wie folgt angeordnet:

y-&
z-& j=0,...,N-1
z—ebi~ly

z (4.2)

Y
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Somit werden bei der zu reduzierenden Matrix die Spalten durch die Funk-
tionen, bzw. die Zeilen durch die Erzeugenden wie folgt induziert.

y=1...y—€¥"1 x—1...x—€%1 x—etly...x—et" 7%y

(A,B)
(AB)(A, B)(AB)™

(AB)N=!(A, B)(AB)~(~D

A%(A, B)A~X oo — * :
(AX(AB))(A, B)(A*(AB)

: |
(A*(AB)"1)(A, B)(A*(AB)" )™

-— - -

AN-1(A,B)A—(N-D) \
(AN-1(AB))(A, B)(AN ' (AB))™
: \

(AN=1(AB"~1)(A, B)(AM ! (AB)" )~

(Ausnahmsweise wird hier ABA~! B~! mit (A, B) bezeichnet.)

Aus Bequemlichkeitsgriinden wurden die Zeilen fiir AV und BN erst einmal
fortgelassen. Unter Beriicksichtigung der elementaren Spaltenumformungen,
einer ganzzahligen Linearkombination entspricht einem Potenzprodukt bei
den Funktionen, werden diese Zeilen spiter hinzugefiigt. Ebenso wurden die
Spalten fiir die Funktionen z und y noch nicht beriicksichtigt; da die Ho-
momorphismen L(z, ) und L(y, ) auf [ ®,® ] verschwinden, bestehen
diese Spalten aus den Nullvektoren, d.h. diese Spalten werden spiter mit
den Zeilen fiir AN und BY beriicksichtigt werden. Die jetzt zu reduzie-
rende Matrix besteht also aus N ”Blockzeilen” und 3 ”Blockspalten”.
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Mit Hilfe von Teil 2 ergibt sich jetzt die erste Zeile der Matrix beziiglich
ABA™! B! zu

y—¢ z—¢ z—egl~l y

1-10...0 Z110..0 1-10..0

Die iibrigen Zeilen werden wie folgt kompletiert. Fiir die erste, aus Blécken
bestehende, Spalte giit

L(y-¢, (A* (AB)™) ABA™ B™" (A* (AB)™ )™))

= L(y—-¢&™, ABA"! B™!) . (4.4)

Weil diese Gleichung unabhingig von k ist, stimmen alle N Blocke
in der ersten Spalte iiberein. Weiterhin ist jede Zeile in einem solchen Block
eine zyklische Permutation der ersten Zeile. Damit ergibt sich ein Block
Bin zu

1 -1 0 0 0
0 1 -1 0 0
0 0 1 -1
Biny =
1 -1
-1 0 0 1

Bemerkung (4.5):

Gleichung (4.4) sieht man folgendermafen ein. Definiert man

v = AF (AB)™, so ist
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41 = (A* (AB)™ )! und wegen (3.12) gilt

L(y—-¢ ,y ABA™! B 1 y71)

= L((y~¢€) o, ABA™ BT)

Es war (s. (3.11))

(y— &) o vy = L0 (y - g-L (1-2))

mit
L(1-X\7v) = L(1-X, A* (AB)™)
= L(1-X, A¥m Bmy = [ (1-2X, Aktm)
+L(1=XA,B™) = 04+m = m
folgt
(y=&)oy =¢tr(@-&m) ,
also

L™ (y—-¢-™), ABA™! B
= L (¢, ABA™! B-1)
+L(y-¢™™, ABA™ B7Y)

= L(y-&-™, ABA™' BY)
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Sei weiterhin die Permutationsmatrix P gegeben durch

0 1 00 0
0 010 0
0 0 01
P = ;
01
1 0 00

dann kann man den Block B;y schreiben als Byy = I — P, wobei I
die Einheitsmatrix bezeichnet.

Fiir die zweite aus Blocken bestehende Spalte hat man

L(z-¢&, (A" (ABy" ) ABA™! B! (A% (AB)™)™)

= L(z-¢~Fm™ ABA-'B-') . (4.6)
Diese Gleichung ergibt sich vollig analog zu (4.4) , d.h. wie in Bemerkung
(4.5) .
Betrachtet man den ersten Block dieser Spalte mit & = 0, so ist wiederum

jede Zeile eine zyklische Permutation der ersten Zeile, d.h. dieser Block sieht
folgendermafBen aus

-1 1 0 0. 0
0 -1 1 0. 0
0 0 -1 1
= —-(I-P)
-1 1
1 0 0 -1

81



Beziiglich eines beliebigen &’s , ist aber die (z — &7)-Spalte gerade die
(z — ¢7-%)-Spalte des ersten Blocks. Man erhilt also den betreffenden Block
vom ersten Block indem man die Spalten zyklisch nach rechts k-mal per-
mutiert, d.h. ein Block ist gleich —(I — P) P*.

Schlielich gilt fiir die dritte Blockspalte

L (z — et~y , (A* (AB)™) ABA™! B~ (A% (AB)™)™})

= L(z—¢¢&~*ly, K ABA™' B™!) . (4.7)

Wiederum verifiziert man (4.7) vollig analog zu (4.4) .

Weil die Gleichung (4.7) unabhingig von m ist, sind alle Zeilen in einem
gegebenen Block identisch. Weiterhin erhélt man alle weiteren Blocke vom
ersten Block indem man wie vorher alle Spalten zyklisch nach rechts per-
mutiert. Bezeichnet man also mit ¢ die Matrix

1 -1 0 0
1 -10 0
Q = )
1 -1 0 0

so konnen die Blocke der dritten Spalte offensichtlich als @, QP ..., QPN-1
geschrieben werden.

Damit lautet die vollstindige Matrix

(I-P —(I-P) Q \
I-P| -(I-P)P QP

\I - P |-(I-P)PN-1|QPN-1
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Diese Matrix wird nun reduziert; gleichzeitig werden dabei die Anderungen
der Funktionen durch die elementaren Spaltenumformungen festgehalten.
Subtraktion der ersten Blockzeile, bestehend aus den Blécken I — P,

—(I = P) und @, von allen anderen Zeilen ergibt die Matrix

(1-P (I-P) Q \
0 ~(I-P)(P-1I) Q(P-1I)
\ 0 {(-I-P)(PN-1-1)]|Q(PN-1- I)}
Addiert man die erste Spalte (I — P, 0, ..., 0)T zur zweiten Spalte, so
erhilt man
(I-P 0 Q \
o | -u-~(®-n | Q@@-D
\ 0 |-(I-P)Y(PN1-T) |Q (PN‘l-I))

Durch diese elementaren Spaltenumformungen gehen also die Funktionen

iber in

(:L‘—l) (y—l),(a:—{) (y"&)’

z—-1,z-€, ...
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Nun gilt
Pl = (P24 .. 4+D)(P-1)

Multipliziert man die zweite Blockzeile (0, —(I — P) (P-1), Q (P -1))
von links mit (P*~2+ ...+ I) und subtrahiert sie jeweils von der k-ten
(Block-) Zeile fiir k=3, ..., N, so ergibt sich die Matrix

(1-P 0 Q \
0 | (P-1I)? Q(P-1I)
0 0 QP:-1)-2Q (P-1)

\ 0 0 Q(PN“—I)—(N—I)Q(P—I)/

Die dritte Blockspalte ergibt sich dabei wie folgt. P ist Permutationsmatrix
und in @ sind jeweils die Eintrige der Spaltenvektoren identisch. Es gilt
also PQ = @ ; alle Eintrige in @ werden somit durch P festgehalten,
und schliefllich hat man noch

(P2 4 ...+ 1) =Q(*k-1)Q

Die folgenden zwei Lemmata ermoglichen es, die Teilmatrizen I — P und
(P - I)? zu reduzieren. Aufgrund der Konfiguration der vollstindigen Ma-
trix ist aber dabei zu beachten, da sich dadurch auch @ und QP - @Q

indern. Um die Umformungen iibersichtlicher zu gestalten, werden die Lem-
mata erst in Teil 4 bewiesen.
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Lemma (4.8):

Die (N x N)-Matrix I— P kann durch elementare Umformungen auf die
Gestalt

0
In-
0 ... 0
gebracht werden.
Dabei werden die Funktionen
y_]- ’ y—fv R y_sN_l
durch elementare Spaltenumformungen in
N-1 ‘
y_]- ’ y-£ LR | y""EN—z ’ H (y_gj)
s

iibergefiihrt.

Durch die elementaren Zeilenumformungen erhilt man Q' aus @ mit

N-1 —-(N-1) 0 ... 0
N-2 —-(N-2) 0 ... 0
Q = : :
1 -1 0 ... 0
N -N 0 ... 0
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Lemma (4.9):
Die (N x N)-Matrix (P~—I)? kann durch elementare Umformungen auf

die Gestalt
0 0
In_, sl
0
0 0 N O
0 0 0

gebracht werden.

Hierbei gehen die Funktionen

- @-1),-8@-8, ..., @-" Y (y-eN

durch Spaltenumformungen iiber in

m

[-6)w-¢) (O<m<N-3) ,

N_2 - . -
II (& - &) (y-g)N-1-
§=0
N-1

Il -¢)(@w-¢)

j=0
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Durch die elementaren Zeilenumformungen erhilt man die Matrix

(N-2) 2(N-2 ~—(N-2) 0 ... 0
(N-3) 2(N-3) ~—(N-3) 0 ... 0
_i 2 -1 0 0
(N-3)N/2 —(N-3)N (N-3)N/2 0 0
_N 2N -N 0 0

aus QP - Q.

Mit (4.8) und (4.9) ergibt sich dann die Matrix

( 0 N -1 —(N -1) 0
N -2 —(N -2) 0
Inoy o] :
1 -1 0
0... 0 N -N 0
0 0| —(N-2) 2(N -2) —(N -2)
IN_2 Do : : :
o] 0 . ~1 2 -1 0
0... 0 N oj(N-3)F& -(N-3)N W~n-3)Z o0 0
0. 0 0 -N 2N -N
0 0 QP2 -2QP+Q
o 0 QP T (N -1
\ QP + (N-2)Q)
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Von nun an werden auch die Nullspalten beziiglich der Funktionen

N=-1 _ N-1 . :
[T (y—¢) und [] (z-¢&) (y— &) fortgelassen. Auch die Funktionen
; =0

7=0
selbst werden nicht mehr beriicksichtigt, denn man kann sie durch Funktio-
nen erzeugen, die spiter noch addiert werden:

N-1 .
II (y - EJ) = _wN ’
7= (4.11)

N-1 . ]
I -€)@w-¢) = YN

=0

Bemerkung (4.11):

(4.10) sieht man wie folgt ein. Da z und y Elemente ungleich Null des
Funktionenkérpers Mer (F' (N)) sind, gilt:

N-1 . N-1 ¢i

[Mw-¢)=1v (1-—)

3j=0 j=0 y

1

- (IN_ZN_) SNl = -V
wegen zN 4 yN = 1.
Vollig analog folgt

N-1 '

H (x - £J) = - yN ’

7=0

88




also insgesamt

N_l . .
[M1GE-¢)@-¢) ="y"

Jj=0

Ferner enthilt der erste Block der ersten Spalte die Einheitsmatrix Iy-1 ;
die Einheitsmatrix Iny_o ist Bestandteil des zweiten Blockes der zweiten
Spalte. Man kann also weiter vereinfachen zu
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(In-1 o)
0
0... 0 N -N 0
0
In_, : 0O
0 0
0... 0 N{(N-3)FL ~(N-3)N(N-3) & 0
0... 0 0 -N oN -N 0
0 0 QP2 -2QP+Q
\ 0 I 0 I QPN-1_(N-1)QP + (N — 2)Q




Fiir die beteiligten Funktionen heifit das:

(1) x_f—ly ’
(2) T—&y ,

(3) x_Eé.y ’ L—

(N) z-etN-2y

N-2 ) ' N-3 /[ ; . . N-2—-j
(1) (w—es—ly)(n (y—&f)“w-l-ﬂ) II (H (z — &) (y—e)) :

j=0 j=0 \:=0

N-2 N-3 /[ ;i ’ _ —-2(N-2-j)
(2) (z-ey)(H (y—Ej)N'l'j) ( (H (z - ¢) (y—e')) ) ,
3=0

7=0 \i=0

3=0 \i=0

N-3 ([ N-2-j
(3) (z—ety) ( I1 (H (2 - &) (y- 6‘)) ) :
(4) T — 5€2y ’

(N) z—etN-2y

Jetzt wird die dritte Blockspalte betrachtet. Alle Zeilen des Blockes
QPF 1 —(k-1)QP+ (k-2)Q, k=3, ...,N, sind identisch und
kann man schreiben als
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®
|

©,...,0,1,-1,0,...,0) + (0, =(k=1), k=1, 0, ..., 0)
+(k=2, =(k=2), 0, ..., 0) (4.12)
=©,...,0,1,-1,0,...,00+(k—2, -2k+3,k-1,0, ..., 0).

Dabei steht die 1 (s. () ) in der ersten Zeile an k-ter Position. Fiir k = 3
oder k= N ergeben sich die Vektoren zu

(1,-3,3,-1,0, ...,0)und (N —3,-2N +3, N—1, 0, ...

,0,1) .

Die iibrigen Vektoren, 4 < k < N—1, liest man unmittelbar aus (4.12) ab.
Man hat also (ein Block wird durch eine Zeile reprisentiert) :

/IN—l (0] 0] \
0
0 |In_; : o)
0
0... 0 N|(N=3N/2 —(N=3)N (N-3)N/2 0 0
0. 0 -N 2N ~N 0 0
0. 0 N -N 0 0 0
1 -3 3 -1 0 0 0
o) 2 _5 3 I -1 0 0
: 0 1 -1 0
o) k-2 —2k+3 k-1
N -3 —2N +5 N-2 -1
\ N-3 —2N +3 N-1 0 1)
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Die Plazierung der Zeile (0, ..., 0, —N, 0, ..., 0) ergibt sich nach offen-
sichtlichen Zeilenvertauschungen. Eine weitere Reduzierung ermoglicht

Lemma (4.13):

Die [ (N +1) x N]-Matrix

kann durch elementare Umformungen auf die Gestalt

gebracht werden.
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0 0
(E(N) 0 o) \
0 N
0
In_3
\ 0)

((N=3)N/2 —(N-3)N (N-3)N/2 0 0\
_N oN _N 0 0
N -N 0 0 0
1 _3 3 -1 0 0 0
9 -5 3 1 -1 0 0
: 0 1 -1 0
k—2 ok +3 k-1 :
~3 9N +5 N -2 _1
\ ~N-3 _2N +3 N-1 1/




Dabei gehen die Funktionen

N-2 ) ] N-3 J . ‘ N-2-j
(1) (w—€£“y)(H(y—£’)’FN“1"’)> II (H(z—&') (y—f')) ) ,
Jj=0

7=0 \i=0
N-2 ' N=3 [ j —2(N-2-j)
(2) (s—ey) ( I:[ (v— f’)N“’"") ( I1 (H(w -&) (y- 6‘)) ) :
N-3 [ N-2-j
(3) (= —ety) (U (I:I(w -8 (y- Ei)) ) ,
(4) z-ey

(N) z- etN-2y

durch Spaltenumformungen iiber in

N-2 (z - &) (N—2—j)2(N—l—j) (y - &) (N—4—j)2(N—1..j)

@ I

i=0

’

e (N—44j) (N-1—j)
(z —e€i-1y) . 2 z

N-2 I — E{j"ly N-1~-j
® T (5%
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() (z—efly) (z—ey) (z—ely)

(4) z -ty

(N - 1) T _€£N—3y )
N-1 )

Ny II @—-e6"y)
J=0

Bei den Zeilenoperationen wird weder die erste Zeile mit einer anderen Zeile
vertauscht, noch ein Vielfaches der ersten Zeile zu einer anderen Zeile
addiert.

Lemma (4.13) kompletiert die Matrixreduktion. Wie bereits anfangs erwéhnt,
werden jetzt noch Zeilen fiir AM und BV sowie Spalten fir z und y
addiert. Es ergibt sich somit die Matrix

Ty
(In-1] o o 0] 0)
0
0] In_q : O 0O]O0
0
0 0 N
E(N) 0
0 N O
(o] (0] 0o|loO
o In_3
AV * * * 1 0
B'/ \ « * * 0 1}
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Aus dieser Matrix wurde weiterhin eine Nullspalte beziiglich der Funktion
N-1 _
I[I -ty =1 (4.14)

§=0

und eine Nullzeile (unterhalb Iny_3 ) entfernt.

Die logarithmischen Symbole L (z,AN)= L (y,BY)=1 und L (z,BY)=
L (y,A¥N) =0 wurden schon berechnet. Nur die Perioden in den untersten

zwei Zeilen sind noch nicht bestimmt worden; man braucht sie aber auch

in den meisten Fillen nicht explizit anzugeben, da sie durch offensichtli-
che Zeilenoperationen in die Nullzeile umgeformt werden kénnen. Allerdings
miissen die Eintrige in den Spalten mit N,E (N) und N berechnet wer-
den. Die Funktionen beziiglich dieser Eintréige sind:

N-2

[[(~¢&)@y-env—1-i

§=0

N2 (g gd) W=22d) (N=1)) () _ i) (V-4-) (N=1-4)

,

- N-4+45) (N=-1-3%)
(z — eti-1y) ( 1)2( i

N-2 z—e{j‘ly N-1-j
Il ( y=¢ )

=0
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Mit Hilfe von Teil 2 ergibt sich dann folgende Tabelle.

! L(f,AY)  L(f,B")
T ' )\N-1-j
(= - &) (y- &)™ N(N-1) N(@N-1)
J:
Nﬁ2 (e=¢) B2l aiod) (g WA= (NAA) N(N_g) (N-1)  N(N-2) (N=1) (4.16)
7=0 (z—egi—1y) =122 (N212)) 3 ) .
K2 z—efl 1y N-1-j
'no ( y‘Jf’ ) -N(N-1) 0
j=

Da alle sechs logarithmischen Symbole durch N teilbar sind, kénnen auch
sie durch elementare Zeilenoperationen in die Nullspalte umgeformt werden.
Nach den anfangs gemachten Bemerkungen, ergibt sich also die Struktur von
Theorem 1 wie behauptet.

Zusammenfassend hat man weiterhin

Theorem 2

U wird erzeugt von

T:= {:E, y’z_éj’y_é.jax—eé.jy ’
Y

N-1 . Lo N
(H ((z-¢) (y*f’))’) o

§=0
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4

N-1 . . . N
(H ((x—fj)(z—s’y))’) ;
3=0

(H (z - &) (y- &) (z—6£’y))’(’“)/2) :

Jj=0
(0 < j N—l)}

IA

. Bewels:

Es war

N-1

N-1
Ny = [ e-etiy) = 1= [] @-ct)

§=0 i=0

N-1 ‘
IIw-¢) = - sowie (4.17)
3=0

N—I . .
I[I z-€)w-¢) = a"y"

i=0

und aus der Matrixreduktion ist bekannt, da &* von
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§ = {:l), y,:t—fj, y_fj’x"sgj'y ’

1

N-2 . , . N
(H((x—ﬁ’)(y—f’))N“l") ,

§=0

I

=0

(z — e&i-y) (N-4+j)2(N—1—j)
(4.18)

erzeugt wird.

Nun gilt (man kann den oberen Index als N — 1 wéhlen):
1

N-1 . . . N
51 = (H (=~ &) (y—e))”-‘-f)

§=0

i=0 i=0

98

= (H (w—ﬁ’)(y—ﬁ’)) (H (=z-&)(y-&))~7

(N—2 (z — &) (N-—2-—j)2(N—1—j) (y - &) (N—4—-j)2(N—1—-j) ) ey}

|

L
N

’



N-1

Ner [N-1 *
G2 (oNyN) (I_I ((z - &) (y—e‘))-")

L

= (e (Aﬁl (e-¢&) (- §j))’j) N

3=0

Also kann man die Einheit

v A\
( Il (=-) - e))N—H)

3=0

durch
i

N-l . . - N
Ty := ( I[ (z-€) (- E’))’)
§=0

ersetzen.

Entsprechend hat man
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Somit 148t sich die Einheit

durch

ersetzen.

Multipliziert man T, mit T, unter Beachtung von (4.17), so kann man
die Einheit T3 durch

4

N_l 13 . . N
T := ( I1 (z-€) (=~ 8’1/))’)

=0

ersetzen.
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Schliefllich gilt mit

N-2-H)(N-1-7) _ NWN-G+2%) ., B+)j
2 | 2 2
N-4-j)N-1-5) _ NH-(5+2%)) G+5)i
3 = 3 24 5
(V4NN =1-4) _  -N(N-5 _, (3+])
2 2 2
(4.19)

) (N=itj) (N-1-))
=0 (z — &7 1y) =

(”-‘ (o - g9) LI () g5) (N-4-) <N-1'f>)ﬁ]'“

N-1 e e . NN
(H(w—m“i‘”(y—ef)%”‘(x—ee*‘y)‘-ﬁ‘z) ,
=0
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d.h. man kann diese Einheit durch

=: T3

(H (z - &) 4 (y— &) L (z ~ e 1y) L—zt‘m)

i=0

ersetzen.

Multipliziert man dann, unter Beachtung von (4.17), die Einheit T5 mit

()™ (8 ()

3=0 3=0
so ergibt sich

N-1 R
Ty = (H ((z - &) (y - &) (z — etly)) “”‘1)
j=0

Nun wird sukzessive das abschliefende Theorem 3 vorbereitet.
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Korollar (4.20):

U wird erzeugt von

y = {:c, v, z—1 ,

4

N-1 , L N
(H (= - &) (y—E’))’) )

j=0

4

N-1 . . . N
(H ((z - &) (I—ef’y))’) ,

j=0

i=0

N-1 Civy E(N
(II (e = &) (v-&) (= - esfy))“%ﬂ) } :
zusammen mit den Funktionen aus (2.7).

Dieses Erzeugendensystem wird mit V bezeichnet.

Beweis:

Es muB noch nachgewiesen werden, daB sich die 3N — 1 Funktionen
z—-&,y—¢ und z — efly durch Funktionen aus V darstellen las-
sen; es gilt aber :

(””‘1)‘1 (-1 = s-¢

T — ¢
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(;—_flf)_l (my:ely) (:__Ely)_l (z-1) = y-¢

und schlieBlich

() (£5) - = e-ee

m]
Jetzt werden die Divisoren der drei Produktfunktionen aus Theorem 2 be-
rechnet. Mit Hilfe der Divisoren aus Teil 1 ergibt sich
Feststellung (4.21):
N-1 . A
i) Il (z-€)@-¢&)7
Jj=0
=¥ > (G (Nbj—(co+ ... +en-1) +Naj—(co+ ... +eno1)))
Jj=0
= w Z Nj(aj+bj)—-N- (Z ]) 2(co+ ... +eN-1)
N-1
. 1 N-1)N
= Z ] (aj+bj) —F (——‘5—2“" 2(CO+ +CN—1)
31=0
N-1
= > j(a+b) — (N=1)(cot - +en-1)
j=1
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N_l . . .1_
ii) (H ((z =€) (z - e€y)¥ )
Jj=0

1 N-1

= 5 2 (G (Nbj—(cot ... +en-1)+Nej—(cot -.. +en-1)))
j=0
N-1 9 N-1
= Zj(bj'*‘cj)—]—v; ZJ (co+ ... +en-1)
3=0 3=0
N-1
= D jbi+e) - (N-1) (ot ... +en-1)
=1

-

N- | (j+1
iii) ( I ((:c - 51) (v - 51) (z — €Ejy))2 E(N )

J

N-1 .
s 5 (PSR- or o

+Naj — (Co+ +CN._1)

+ Ncj — (co+ ... +CN—1))>

N-1 ..
= E J (‘72+ 1) EZV) (a; + b; +¢;)
3=0
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i=0

N-1 o g
—% (Z J—(—J—;—l—) (Co+-.-+CN—1))

& jG+1y) N
=2 . ]2 E(N)

(a; + b5 +¢;)

J=1

(N-1)N (N +1)
a 2 E(N)

(co+ ... +en-1)

Nachbemerkung zu Theorem 2 (4.22):

Mit

N-2

s = I1 ((@-&)@-gy1-i) 7

=0
und

N-1

. RN
T = [1 ((z-€)@w-€)) "

j=0
ergibt sich

N-2
Y (N =1-35) (a+b) = (N =1) (co+ ... +eno)

=0

(51)

sowie

N-1
(Tl) = Z ](a_,—f—b,)—-—(N—l) (Co+ +CN_.1) .
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Es folgt :

(51 - ) = (51) + (Th)
= (N-1)[(ao+ -..+ an-1) + (bo+ ...+ bn-1)]
-2 (N—l) (Co+ ...+ CN..])

(N=1) (29) = (@)

li

Dann gibt es eine Konstante ¢ €€* mit

5,

_1 _ s S R
Lo = egpyvT

also ist Ty e U™

Die anderen Funktionen lassen sich dhnlich behandeln, d.h. Theorem 2 ist
natiirlich auch mittels Divisoren verifizierbar.

Riickblickend kann man folgendes festhalten. In Theorem 1 wurde eine End-
lichkeitsaussage formuliert und schliefllich mit Hilfe der Matrixreduktion be-
wiesen; durch Vereinfachen der S -Einheiten ergab sich das Erzeugenden-
system von U aus Theorem 2. Die Matrixreduktion ist zwar in gewisser
Weise das Fundament dieser zwei Theoreme, lieferte bis jetzt aber keine wei-
teren Aussagen iiber die "innere” Struktur der Gruppe U , bzw. aufgrund
der Isomorphie U — F*° iiber F*.

Theorem 3 wird jetzt durch die folgenden Betrachtungen motiviert.
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Iss D = Y mpP ein Divisor auf F(N), also die Abbildung
PEF(N)

D:FN) —Z , D(P) = mp ,

so versteht man unter D mod N die Abbildung
Dmod N :F(N) — Z/NZ |,

D mod N(P) = my+ N Z =: myp; d.h. in der iiblichen Schreibweise

Dmod N = » m,P.
PEF(N)

Speziell gilt dann
D*® mod N := {DmodN/DED”}

und
F* mod N := {DmodN/DG}'m}.

Theorem 3

Ein Element D von D% liegt genau dann in F°*° , mod N , wenn
De< W > mit

W = {ao+ oo +ay-1
bo+ ... +by-1

Co+ + CN-1 ,
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Jj(a; +b;)
Yo ili+e)

Z J(G+1)(a;+bj+¢;) } gilt.

Bemerkung:

Alle Betrachtungen sind also mod N gemeint.

Beweis:

In Korollar (4.20) wurde U™ = < V > verifiziert. Es galt ** = N D*,
d.h., mod N, wird F* durch die Divisoren der Funktionen aus V er-
zeugt; die Divisoren der Funktionen aus (2.7) leisten also keinen Beitrag.

Aus Teil 1 und Feststellung (4.21) ergeben sich die Divisoren von V zu:

P = {(a0+ +aN__1) - (Co+ vee +CN_1) y
(bo+ ... +bn-1) = (c0+ ... +en-1)

Nb - (co+ ... +en-1)

N-1

> d(aj+b;) = (N=1) (cot ... +en-1) (4.23)
j=0

N-1 .

Y ibi+e) - (N-1)(co+ .- +en-1)

Jj=0
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N-1 ... -

2

Nun ist aber offensichtlich < P > =< R > mit

R:= {ao+...+a1v_1 y
bo+ ... +bn-1

co+ ... +eyor

> d(ai+b) (4.24)

Jbi+e)

N-1 . .
2 ](];1) Egv) (a,-+b,-+c,-)} ;

denn fiir gerades N hat man TZ‘«:V'('I'\T) =1, wihrend gy =1 fiir unge-

N-1 . .
rades N gilt, und schliefllich ist ) L-(-%ll (a; + b; + ¢j) ein Vielfaches

j=0

N-1
von Y, j(j+1)(aj+bj+c;) mod N.
o
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4. Beweise der Lemmata

Beweis von Lemma (4.8):

Es war
0 1 0 O 0
0 0 1 0 0
0 0 01
P = ,
01
1 0 0 0
also ist
1 -1 0 0
0 1 -1 0
I-P= :
1 -1
-1 0 1

Nun wird die zweitletzte Zeile zur drittletzten addiert, die drittletzte zur
viertletzten Zeile usw.; schliefllich wird die 1. Zeile zur letzten Zeile addiert.
Nach diesen Operationen erhilt man die Matrix

-1
-1
In_i :
-1
0 0 ... 0

Addiert man jetzt sukzessive die (N — 1)-ten Spalten zur letzten Spalte, so
ergibt sich offensichtlich die Matrix
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In_,

Wie schon erwdhnt, entspricht einer ganzzahligen Linearkombination einem
Potenzprodukt bei den Funktionen.

Die Funktionen

y_la y"'ﬁ’ see g y—ﬁN_l

werden somit durch Spaltenumformungen in

N-1
y'—l’ y"f’ LR y_fN_z’ H (y'_fj)
=0

iibergefiihrt.

Die Matrix ¢ war gegeben durch

1 -1 0 ... 0

1 -1 0 ... 0
Q= : :

1 -10 ... 0

Die Anwendung der Zeilenoperationen auf @ liefert dann offensichtlich
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N-1 —(N=1) 0 ... 0
N-2 —(N=2) 0 ... 0

Q= : P
1 -1 0 0

N -N 0 0

Beweis von Lemma (4.9):

Mit (I-P)? = (I-P)(I-P) und aufgrund von Lemma 4.8 gewinnt man
die Darstellung

) 1 -1 0 0
] 0 1 -1 . 0
(I-Pp=|IN : =: A-B.
-1 1 -1
0 ...0 0 i 0 ]

Nun werden sukzessive folgende Spaltenumformungen auf die Matrix B
angewendet.

Man addiert die erste zur zweiten Spalte, danach die zweite zur dritten
Spalte usw.; abschlielend wird somit die vorletzte Spalte zur letzten addiert.

Offensichtlich ergibt sich dann die Matrix

insgesamt damit
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(2 11 1 0)
1 21 0
-1 0 11 2
IN._1 IN—l : —-
-1 0
2 1
0 0 0 -1 -1 0 . 1 2 o
\0 0 0 0/

Jetzt wird die [(N —1) x (N - 1)]-Matrix

— =N
— N
B = s

- N
DN -

betrachtet.

Subtrahiert man die letzte Zeile von allen anderen Zeilen, so erhilt man

100 0 -1
(010 0—1\
00 1

0 1 -1
\1 1 1 2
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Nun werden alle Zeilen, auer der letzten, von der letzten Zeile subtrahiert.
Die so entstandene Matrix hat dann die Form

-1
In_2 :
-1
0 ...0 N

Addiert man noch alle Spalten auBer der letzten, zur letzten Spalte, so er-
gibt sich die Matrix

0

InN_2 :
0

0 0 N

Durch die bisher vollzogenen Spaltenumformungen gehen die Funktionen

@E-D)@E-1),@-)w-€, ..., (z- 1) (y-€N-1)

iiber in

m

[[-¢)w-¢) (O<m<N-3) ,

7=0
N_2 . . .
I1 (- &) (v- epv-1-
N_l . .
II -¢)@w-¢)
=0

J
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Nun ist
0 1 0 ¢
1 -1 9 0 0 01 ¢
1 -1 90 0
Q.P = 0: 0 0 1
1 -1 0 0 0
1 0 0
01 -1 0 ¢ 0
01 -1 90 ¢ 0
=101 -1 9 ¢ 0 :
01 -1 9 ¢ 0
also
-1 2 -1 ¢ 0
-1 2 <1 ¢ 0
QP'_Q - .
-1 2 -1 ¢ 0
Aufgrund der Zeilenoperationen ergibt sich
—(N—l) 2(N—-1) -(N
-1 2 -10 ... 0
-(N-2) 2(N-29 —(N-2
-1 2 1.0 ... 9 ( )(,)( )
. — :
) -1 -1
-1 2 -1 9 .. 0 N 9N _N
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-(N-2) 2(N-2) —(N-2) 0 ... 0
~(N-3) 2(N-3) —(N-3) 0 ... 0
— :
-1 2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 0 ... 0
-N 2N -N 0 ... 0
~(N-2) 2(N-2) —(N-2) 0 0
-(N-3) 2(N-3) —(N-3) 0 0
. :
~1 2 -1 e 0
AN _(N-3)y @=AN o
-N N -N 0 ... 0

Dazu ist noch Folgendes zu bemerken.

Die erste umgeformte Matrix entstand nach den Operationen aus Lemma
(4.8) .

Weiterhin ist zu beachten, da$ bei der Behandlung von (I — P)? eine Null-

zeile bzw. Nullspalte fortgelassen wurde. Die zweitletzte Zeile der letzten
Matrix ergibt sich dann wegen

1+2+ ... + (N-2) -1 = (ﬂlz?ﬂ
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Beweis von Lemma (4.13):

Gegeben ist die Matrix

(E2 -V -gn BN g ~ 0
N oON “N o . . e 0
N _N o 0o . . . 0
1 -3 3 -1 0 o0 0
2 -5 3 -1 0

: 0 1 -1

k-2  —2%k+3 k-1
N-3 —2N+5 N-—2 1 -1

\N-3 —2N+3 N-1 o . 0 1/

Man addiert die erste und zweite Spalte zur dritten Spalte; dann wird das

zweifache der ersten Spalte zur zweiten Spalte addiert. Die Operationen er-
geben die Matrix

(N;”’ 0 0 0 - : e 0
=N o 0 o0 - 0
N N 0 o0 0
1 -1 1 -1 o0 0 0
2 ~110 1 -1 0 0
N-3 -1} 0 1 -1
\ N -3 -3 -1 0 1)

118




Die Wirkung dieser elementaren Spaltenumformungen auf die drei Funktio-
nen ist wie folgt:

7=0 1=0 1=0

N-2 N-3 i "2(N‘2‘j)
(2) (z—ey) (H (v - £’)N‘1'j) ( (H (- &) (y- 6‘)) ) ,

7=0 j=0 =0

N-2 ) ' N-3 j . ‘ N-2-j
(1) (z—e€ly) (H (y- E’)“N‘l"’) II (H (z-&)(y- E')) ,

N-3 [ ; N-2—j
(3) (z-ety) ( II (H (z - &) (y - §i)> ) .

3=0 1=0

j=0 =0

N-2 _ ' N-3 j . ' N-2-j
(1) (z—etly) ( IT w- €’)“N“")) IT (H (z-&) (y- 6’)) ,
3=0

N-2

@) (z-et7) (z—ey) [] (v- &) W-1-9),

=0

B) (z—et™'y) (z —ey) (= - ety) .
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Dabei kann man die erste dieser drei neuen Funktionen noch umformen zu

j=0 7=0

N_2 . . N_2 . . . .
(z—c€~1y) ( IT v~ £’)“‘N‘1"’) ( II (== &) (- &)N-2-9) <”-‘-J’/2)

N-2
= (x_ef—ly) H (z__fj)(N_2—j) (N—l-—j)/2 (y_f])(N_4"'J) (N_l—j)/2

=0

Jetzt werden Zeilenumformungen benutzt. Man addiert die zweitletzte Zeile
zur drittletzten Zeile, die drittletzte zur viertletzten Zeile usw., allerdings
ausschlieBlich der ersten drei Zeilen, d.h. diese Zeilen bleiben unverdndert.
Addiert man abschlieBend noch dje vierte Zeile zur letzten Zeile, so erhilt
man die Matrix

( N-sv 0 0 0\
~N 0 0 0
N N 0 0
=208 _(v_3y 1 ¢ ¢ 0 -1
=000 vy 0 1 ¢ 0 -1
N -3 ~1 0 1 —1}
\  M(¥=3 -N 0 e 00

Da ferner in dieser Matrix die Spaltenvektoren

(0,0,0,1,0, ... ,0)T, (0,0,0,0,1,0, ... 0T, ..., (0,0, ... 1,07
enthalten sind, kann man weiter umformen zu
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N-3)N
/ 2 0 0 . 0\
- 0 o0 . 0
N N 0 0
0 0 10 0 0
01 0 0
0 0 1 0
\MN-3) _py o 0 0/

Hierdurch werden die ersten, zweiten und N -ten Funktionen veridndert, ge-
nauer gilt:

’

N-2 (N=2_j) (N=1-j) iy (Nomtmj) (N—1-j)
(1) (z-ety) ] (z-¢) 2 (y-¢) :

=0

N-2 ' '
(2) (z-e6'9)? (z - ey) II (- ¢)-w-1-i)

=0

(N) z-etN-2

§ A ) sl ¢ ) W S

1 N—4 N=1-— b
(1) (z — egi-1y)PEROEED

§=0
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® T (Lf"“‘y)]v““" |

y—¢&

N-1 .
N JI (=-egy) .

=0

Dabei ist zu (1)

N-2 N—2—3) (N—-1—j  (Netej) (Nt
(z~e67y) ] (c - ) "ogie (g oty

(2 —e7"y) (2 — ey) (2 — egy))~ 2

N-2

. H (z —Efj-ly)— N—4 (V=1

Jj=3

S At 0 sl ) S s

AN Ty S ;)
=0 (z — eti-1y) X
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und zu (2)

et (o) TT o i\~ (N=1-j)
(z—e7y) (z-ep) [ (w-&)

Jj=0

N-2
“((z - e€71y) (2 — ey) (z — ety))N-3 H (z — el 1y)N-1-

A
= 1 ( - )

=0

zu beachten.

Beide Gleichungen entstehen offensichtlich durch einfache Zusammenfas-
sung. Gleichzeitig waren das auch die letzten Spaltenumformungen.

Die abschliefienden Zeilenumformungen sehen wie folgt aus. Es wird die
zweite Zeile zur dritten Zeile addjert. Danach addiert man die dritte zur
letzten Zeile. Subtrahiert man schlielich die letzte Zeile von der ersten Zeile,
so ergibt sich die Matrix

0 0 0 . 0
~N 0 0 0
0 N 0 0
0 o

: : In_3 :
MES 9 o ... 0 0

Ist N ungerade, so wird die zweite Zeile mit _N7—_3 multipliziert und zur

letzten Zeile addiert, sowie die zweite Zeile mit —1 multpliziert. Bei ge-
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radem N wird die zweite Zeile mit % — 2 multipliziert und zur letzten
Zeile addiert um % zu erhalten. AbschlieBend wird die zweite Zeile mit der

letzten Zeile vertauscht.

Man erhilt also in Jedem Fall die Matrix

( 0 0 \
E(N) 0 0
0 N
In_3 0
(0] :
\ 0 ... 0/

124



[L]

[Ro1]

[Ro2]

[StZ]

[Y]

Literatur

Forster O.,
Riemannsche Flichen,

Springer Verlag 1977

Kendig K.,
Elementary Algebraic Geometry
GTM, Springer Verlag 1984

Lang S.,
Introduction to Algebraic an Abelian Functions,

Springer Verlag 1982

Rohrlich D.E.,
Points at Infinity on the Fermat Curves,
Invent. Math. 39 (1977) pp. 95 - 127

Rohrlich D.E.,
Modular Functions and the Fermat Curves,

Dissertation, Yale University 1976

Stocker R., Zieschang H.,
Algebraische Topologie,
Teubner Verlag 1988

Yang K.,

Compact Riemann Surfaces and Algebraic Curves,
World Scientific Publishing

Co Pte Ltd., Singapore 1988

125



