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Kapitel 1
Einleitung

Auf dem Gebiet der Default-Logiken versucht man, das allgemeine menschli-
che Schlussfolgern bei unsicherem Wissen nachzubilden. Ein Default ist eine
Regel wie z.B. ,Vogel konnen fliegen“, zu der es Ausnahmen wie z.B. Pinguine
geben kann.

Die klassische Logik geht davon aus, dass das vorhandene Wissen, das aus
Fakten und Regeln besteht, immer wahr ist. In der klassischen Logik wird
aus dem Wissen ,Vogel konnen fliegen” und dem Fakt ,/ Tweety ist ein Vogel®
grundsétzlich geschlossen, dass Tweety fliegen kann. Diese Schlussfolgerung
kann nicht mehr riickgéngig gemacht werden, wenn man zusétzlich erfahrt,
dass Tweety ein Pinguin ist, der nicht fliegen kann. Man kann die Struktur
des Wissens in der klassischen Logik daher als ,statisch bezeichnen, wihrend

das menschliche Denken eher eine dynamische Struktur hat.

Default-Logiken sind eher geeignet, diese dynamische Natur des menschli-
chen Denkens zu formalisieren. Das Schliefen in Default-Logiken geht davon
aus, dass alle Regeln im Allgemeinen gelten, aber Ausnahmen haben kénnen.
Diese Ausnahmen miissen nicht von vornherein alle bekannt sein. Logiken
aus dieser Gruppe heissen ,nichtmonoton®, da das Wissen nicht automatisch
durch die Hinzunahme neuer Axiome (Fakten oder Regeln) wichst. In dem

oben genannten Beispiel kann man in nicht-monotonen Systemen das vorhan-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

dene Wissen um den Fakt ,/Tweety ist ein Pinguin®“ und die Regel ,Pinguine
konnen nicht fliegen* erweitern und kann danach den davor gezogenen Schluss

,, T'weety kann fliegen* revidieren.

Der Begriff ,Default” wurde 1980 von R.Reiter [12] eingefiihrt. Aber
auch schon vor Reiter wurde auf diesem Gebiet geforscht. Der Philosoph
E.W.Adams hat 1966 konditionale Regeln unter einem wahrscheinlichkeits-
theoretischen Aspekt untersucht, indem er allen Regeln eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion 1 — ¢ zuordnete, wobei ¢ beliebig klein sein konnte ([13],[14]).
1967 enwickelte A.Dempster die sogenannte ,Dempster’sche Kombinations-
regel”, die es erlaubt, verschiedene Evidenzen wie ,Vogel konnen fliegen®,
,Pinguine sind Vogel“ und ,Pinguine kdnnen nicht fliegen mathematisch zu
kombinieren [15]. Mit der Dempster’schen Kombinationsregel erhilt man ein
Basismaf, das der Kombination verschiedener Evidenzen zugeordnet wird.
Aus diesem Basismafs kann man Belief- und Plausibilitédtsfunktionen bilden.
Der Ansatz von Dempster wurde 1976 von G.Shafer zur ,Dempster-Shafer-

Theorie* weiterentwickelt [9].

Alle Default-Logiken, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, basieren
auf einer Praferenzrelation zwischen allen moglichen Welten. Eine Welt ist
eine vollstindige Zuordnung aller vorgegebenen Variablen zu einem Wahr-
heitswert. Wenn man z.B. von den Variablen ,Vogel“ und ,Pinguin“ ausgeht,
wobei diese Variablen in diesem Fall die Eigenschaften eines Objekts namens
,, L'weety" représentieren sollen, dann gibt es die vier moglichen Welten ,Vogel
und Pinguin®, ,Vogel und kein Pinguin®, ,jkein Vogel und Pinguin“ und ,kein

Vogel und kein Pinguin®.

Das Prinzip der ,konditionalen Indifferenz“ [1] wurde etwa im Jahr 1999
von G.Kern-Isberner aus wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden abge-
leitet. Die ,konditionale Indifferenz basiert auf der ,konditionalen Struktur”
aller moglichen Welten. Zwei verschiedene Welten haben dieselbe konditio-
nale Struktur beziiglich einer Default-Regel-Menge, wenn sie genau dieselben
Regeln erfiillen und genau denselben Regeln widersprechen. Wenn man z.B.
die o.g. vier Welten auf die konditionale Struktur beziiglich der Default-Regel
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,Pinguine sind Vogel“ untersucht, dann haben die Welten ,kein Pinguin und
kein Vogel“ und ,kein Pinguin und Vogel“ dieselbe konditionale Struktur, da
die Regel ,Pinguine sind Vogel“ auf beide Welten nicht angewandt werden

kann.

Man sieht an diesem Beispiel, dass es fiir eine Welt beziiglich aller Defaults
immer drei Moglichkeiten gibt: Eine Welt kann einen Default wie z.B. den
Default ,Pinguine sind Vogel“ verifizieren (,Tweety ist ein Pinguin und ein
Vogel“), einem Default widersprechen (,,Tweety ist ein Pinguin und kein Vo-
gel“), oder der Default ist gar nicht auf die Welt anwendbar, weil die Voraus-
setzung der Default-Regel nicht erfiillt ist (,,Pinguine sind Végel“, aber ,, Twee-
ty ist gar kein Pinguin“). Diese dreiwertige Struktur der Default-Logiken
macht die Handhabung dieser Logiken, auch im Vergleich zur klassischen Lo-
gik, bei der alle Aussagen entweder wahr oder falsch sind, relativ kompliziert.

Wenn man davon ausgeht, dass Default-Logiken einen wichtigen Aspekt
des komplexen menschlichen Denkens reprisentieren, dann ist es einleuch-
tend, dass im menschlichen Denken alle Default-Regeln einen Einfluss auf die
Préferenzen haben, die man allen moglichen Welten zuordnet. Zum Beispiel
wiirde man in dem obigen Modell die Welt , Tweety ist Pinguin und Vogel“,
die die Regel ,Pinguine sind Vogel“ erfiillt, gegeniiber der Welt ,/ Tweety ist
Pinguin und kein Vogel“, die der Regel ,Pinguine sind Vogel“ widerspricht,

bevorzugen.

Das Prinzip der ,konditionalen Indifferenz* bedeutet, dass alle moglichen
Welten und Produkte dieser Welten, die beziiglich einer Menge von Default-
Regeln dieselbe konditionale Struktur haben, auch dieselbe Wahrscheinlich-
keit oder Plausibilitdt haben sollten. Das bedeutet z.B., dass man von zwei
Welten, die dieselbe konditionale Struktur haben, nicht die eine Welt gegen-

iiber der anderen bevorzugen sollte.

Default-Logiken erfreuen sich grofler Beliebtheit in der Kiinstlichen Intel-
ligenz. Sie konnen beispielsweise in wissensbasierten Systemen, insbesondere

in Expertensystemen, eingesetzt werden.
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In dieser Arbeit werden verschiedene Default-Logiken vorgestellt und un-
ter dem Aspekt der ,konditionalen Indifferenz miteinander verglichen. Es
wird dabei hauptséchlich gepriift, inwieweit konditional indifferente Repra-
sentationsfunktionen passende Semantiken fiir die verschiedenen Logiken lie-
fern. Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt. Im Kapitel 2 werden zunéchst
einige Begriffe und Grundkonzepte von Default-Logiken erldutert. In Kapi-
tel 3 wird das Prinzip der konditionalen Indifferenz vogestellt. In den dar-
auffolgenden Kapiteln 4 bis 7 werden die Default-Logiken , Penalty-Logik*
[4] (von 1991), ,lexikographisches System* [5] (von 1993), ,Brewkas bevor-
zugte Subtheorien” [6] (von 1989) und ,Geffners conditional entailment* [7]
(von 1992) vorgestellt, und es wird untersucht, inwieweit diese Logiken dem
Prinzip der konditionalen Indifferenz entsprechen. Kapitel 8 enthélt eine
Einfiihrung in die Dempster-Shafer-Theorie und untersucht den Zusammen-
hang zwischen den Belief- und Plausibilitdtsfunktionen der Dempster-Shafer-

Theorie und dem Prinzip der konditionalen Indifferenz.

Die Ansitze von Adams und Dempster/Shafer inspirierten 2000 die Auto-
ren S. Benferhat, A. Saffiotti und P. Smets zu ihrem Artikel , Belief functions
and default reasoning®, auf dem wesentliche Teile dieser Arbeit basieren und
der in Kapitel 9 vorgestellt wird. Dieser Ansatz, der hier BSS-Ansatz [2]
genannt wird, untersucht infinitesimale Belief- und Plausibilitdtsfunktionen.
Belief-Funktionen ordnen jeder Welt ein ,Glaubensmaf“ zu, und Plausibi-
litdtsfunktionen ordnen jeder Welt ein Plausibilitdtsmak zu. Dieses Plausi-
bilitdtsmaf fiir einen Zustand wird umso kleiner, je grofer der Glaube an
das Gegenteil der Welt ist. Am Ende von Kapitel 9 wird der Zusammen-
hang zwischen den infinitesimalen Belief- und Plausibilitdtsfunktionen des

BSS-Ansatzes und dem Prinzip der konditionalen Indifferenz iiberpriift.

Zuletzt wird in Kapitel 10 noch die neuere Logik ,,LCD* aus [2] (von
2000) vorgestellt und ebenfalls auf konditionale Indifferenz {iberpriift, und in

Kapitel 11 findet sich eine kurze Zusammenfassung dieser Arbeit.

Ich bedanke mich sehr herzlich bei Frau Prof. Kern-Isberner fiir die freund-

liche Betreuung meiner Arbeit.
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Kapitel 2

Begriffe und Grundkonzepte der
Default-Logik

2.1 Klassische Logik

Die Grundlage aller Logiken bildet ein Alphabet A={a,b,...,}, das aus ver-
schiedenen Symbolen besteht. Aus diesem Alphabet kann man Formeln bil-
den, indem man die Symbole durch die verschiedenen klassischen Junktoren
V, A, = verkniipft. Im folgenden Text werden Formeln immer durch griechi-
sche Buchstaben (v, 3, . ..) oder durch Grofbuchstaben (A, Ay, ..., By, By . ..)
dargestellt.

Eine logische Sprache L besteht aus allen Formeln {iber dem vorgegebenen
Alphabet A.

Die Implikation der klassischen Logik wird durch den Pfeil ,=“ darge-
stellt. v = f bedeutet also ,Vogel kénnen (immer, ohne Ausnahme) fliegen®.
Da man aus einer wahren Aussage keine falsche Aussage folgern kénnen soll-
te, ist &« = [ in der klassischen Logik genau dann wahr, wenn « falsch oder
(3 wahr ist. af bedeutet a A —f3.
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(
DEFAULT-LOGIK

Eine Welt w ordnet jedem Symbol des Alphabets einen Wahrheitswert
e {T, L} zu. Q:= {w;,i =1...2M} ist die Menge aller mdglichen Welten.

Wenn das Alphabet A aus den drei Symbolen v,f und p besteht, dann gibt es in
L die folgenden 23 = 8 mdéglichen Welten:

wi; VApAS wy VA-DPA-Sf wr  wA-pAS
wy UVAPA-f ws WAPAS wg —WA-pA-f
w3 vA-DAS wg “WADPA-Sf

Tabelle 1: Mégliche Welten

2.2 Konditionale und Defaults

2.2.1 Definition und Vergleich von Konditionalen und
Defaults

Die nichtmonotone Regelbeziehung wird durch das Symbol — dargestellt.
Diese nichtmonotone Regel unterscheidet sich von den klassischen Kondi-
tionalen = dadurch, dass nichtmonotone Regeln im Allgemeinen gelten und
Ausnahmen beinhalten konnen, wihrend die klassische Folgerungsrelation =

grundsatzlich immer ohne Ausnahme giiltig ist.

Ein Default ist eine Regel A — B, wobei A und B wieder Formeln aus
der Sprache L iiber dem Alphabet A sein miissen. Der Default v — f kann

z.B. interpretiert werden als ,Vogel konnen (normalerweise) fliegen“.
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2.2. KONDITIONALE UND DEFAULTS

In der klassischen Logik ist v = f gleichbedeutend mit —vV f, was bedeu-
tet, dass alle zu betrachtenden Objekte keine Vogel sind oder fliegen kénnen
(oder beides). Diese Entsprechung A = B = —A V B wird als materiale
Implikation bezeichnet. Die materiale Implikation wird im folgenden Text
immer durch eines der Symbole = oder ¢ notiert.

Im Gegensatz zu der klassischen Implikation sind Defaults nicht dquiva-
lent zu ihrer entsprechenden materialen Implikation. Die materiale Entspre-
chung zu dem Default v — f wire z.B. die Regel v = f = —v V f. Da alle
Ausnahmen zu der Regel v — f wie z.B. Pinguine weder keine Vo6gel sind

noch fliegen kénnen, gilt v — f #Z —v V f im Gegensatz zu v = f = —-w V f.

Da die klassische Logik keine impliziten Ausnahmen zu den vorhandenen
Regeln zuldsst, schlieft man aus den Regeln v = f und p = v (,V6gel konnen
fliegen“ und ,Pinguine sind Végel“), dass Pinguine fliegen kénnen. Wenn man
in der klassischen Logik ausdriicken mochte, dass Pinguine zwar Vogel sind,
aber nicht fliegen konnen, dann muss man die Regel v = f modifizieren,
z.B. durch v A =p = f, wihrend die Default-Regel v — f diese Ausnahme
schon implizit enthalten kann. Daher muss diese Regel bei der Erweiterung
des Wissens durch die Kenntnis weiterer Ausnahmen nicht gedndert werden.
v — f bedeutet also: solange man von einem Tier weiss, dass es ein Vogel
ist und aus dem vorhandenen Wissen nichts dagegen spricht, dass es sich um
eine Ausnahme beziiglich des Fliegen-Konnens handelt, dann schliefft man,

dass dieses Tier fliegen kann.

2.2.2 Begriffe der Default-Logik

Die folgende Begriffsbildung orientiert sich an [1] und [2].

Eine Welt w wverifiziert einen Default d=A — B, wenn w = A A B gilt,
wobei = die klassische Folgerungsrelation ist. Wenn w = A A =B gilt, dann
falsifiziert w den Default d, und wenn w = —A gilt, dann kann der Default
d nicht auf w angewandt werden. Eine Welt w gentigt einem Default d, wenn

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a. 13



KAPITEL 2. BEGRIFFE UND GRUNDKONZEPTE DER
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w den Default d nicht falsifiziert. A sei im folgenden immer eine Menge von
Defaults.

Fiir alle Formeln F wird mit [F'] die Menge aller Welten w; bezeichnet,
die F verifizieren, also gilt z.B. [-vV f] ={w; € Q |w; E vV f}. [0V f]
besteht also aus der Menge aller Welten, in denen es keine Vogel gibt, die
nicht fliegen konnen. Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, dass die Menge

[A] gemeint ist, dann werden die Klammern teilweise auch weggelassen.

Die materiale Entsprechung ¢4 zu einem Default d := A — B wird aus

der klassischen Logik iibernommen: ¢, := -AV B.

Eine Menge von Defaults A toleriert einen Default d’, wenn es eine Welt
w gibt, die keinen der Defaults aus A falsifiziert und d’ verifiziert ([1]).

Eine Stratifikation einer Defaultbasis A ist eine Partitionierung von A in

verschiedene Ebenen bzw. Prioritdtsklassen, A := A; U ... UA,,.

Mit Af*(w) wird im weiteren Text die Menge aller Defaults aus A; be-
zeichnet, denen w geniigt. Entprechend bezeichnet Azf “5(w) die Menge aller

Defaults aus A;, die von w falsifiziert werden.

Mit |M| wird wie allgemein iiblich die Kardinalitit der Menge M be-
zeichnet, so dass |A"*(w)| die Kardinalitit der Menge A/ (w) ist, also die
Anzahl der Defaults in A;, die w falsifiziert.

In den Beweisen ab Kapitel 5 soll

A+CH+. ..
= B+C+H+...

bedeuten, dass der Term A durch B ersetzt wurde.

2.3  Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Vi ordnet den Formeln aus £ einen Wahr-

scheinlichkeitswert aus dem reellen Intervall [0, 1] zu.
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2.4. OCFS

Definition 2.3.1 (Wahrscheinlichkeitsfunktion)
Eine Funktion Vi : £ — [0,1] wird Wahrscheinlichkeitsfunktion genannt

genau dann, wenn Vy die drei folgenden Bedingungen erfiillt:
1. Fir alle o € £: Viy () > 0 (Positivitét)

2. Viw(©2) = 1 (Normierung)

3. Fiir alle widerspriichlichen o, 5 € L : Viy(a VvV B) = Viy(a) + Viw (5)
(endliche Additivitét)

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist durch die Werte Vi (w) auf €2 festgelegt.

Vv (ang

Fiir einen Default d := o — [ definiert man Viy(a — [) = Vw(a)) fiir

Vw<04) > 0.

2.4 OCFs

OCFs (ordinal conditional functions) sind Funktionen « : Q@ — N U {0, 00}
von der Menge €) der moglichen Welten auf die Menge der natiirlichen Zah-
len, die um 0 und oo ergdnzt wird. Sie ordnen jeder Welt w eine positi-
ve ganze Zahl zu, die als Grad des ,Nichtglaubens” an w interpretiert wer-
den kann, d.h. x(w) ist sehr grof, wenn w als sehr unplausibel eingeschétzt
wird. Fiir aussagenlogische Formeln A, B € £ wird x(A) definiert durch
K(A) = min,eq{k(w) | w | A}. Fiir einen Default d = A — B wird k(d)
durch k(d) := k(AAB)—k(A) definiert. Man sagt, dass x den Default A — B
erfiillt, und schreibt x = A — B, wenn k(A A B) < k(A A —-B) gilt, wenn
also A A B plausibler als A A =B ist.

Eine OCF &k reprisentiert eine Defaultmenge A, wenn x alle Defaults

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a. 15



KAPITEL 2. BEGRIFFE UND GRUNDKONZEPTE DER
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d; € A erfiillt, wenn also fiir alle Defaults d; :== A; — B; € A gilt:
In [2] wird diese Eigenschaft, dass eine Funktion eine Defaultmenge A repré-
sentiert, als Autodeduktion bezeichnet.

Im Allgemeinen wird eine Default-Menge beziiglich einer Logik als konsi-
stent bezeichnet, wenn es in dieser Logik ein Modell gibt, das diese Default-

Menge reprasentiert. Das bedeutet fiir OCFs:

Definition 2.4.1 (Konsistente Default-Menge fiir OCFs)
1. Eine Defaultmenge A ist konsistent genau dann, wenn es eine OCF
kL — NUoo gibt mit kK(a A ) < k(o A =f) fiir alle Defaults
di=a—3cAl

2. Dies ist nach (|11] Theorem 4) genau dann der Fall, wenn es in jeder
nicht-leeren Teilmenge A’ von A mindestens einen Default gibt, der

von A’ toleriert wird.

3. Dies ist nach ([11] Theorem 5) wiederum genau dann der Fall, wenn
es eine geordnete Partition Ay, Aq,...4A, von A gibt, so dass jeder
Default in Ay von |, A; toleriert wird, k <1 < n.

BEGRUNDUNG:

Die Aquivalenz der drei Aussagen wurde aus [11] entnommen und von J.Pearl
beispielsweise in [18] bewiesen und wird hier nur kurz begriindet.

1= 3:

Wenn es eine OCF gibt, die alle Defaults reprisentiert, fiir die also gilt

K(a; A Bi) < k(o A ;) fiir alle Defaults d; := o; — 3; € A
dann kann man die Defaults aufsteigend anhand ihres Ranges

k:=r(a; AB;) = min k(w)

w':ai/\ﬁi

lvgl.([11] Definition 2)
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2.4. OCFS

in verschiedene Teilmengen Aj einordnen. Fiir alle Defaults d € Ay gibt
es dann eine Welt w mit x(w) = k, die d verifiziert und allen Defaults aus
Aj, j > k, geniigt. Denn falls w einen Default d; :== a; — 3; € A;,5 > k,
falsifizieren wiirde,

w=aj AN, j =k

dann wire k(w) wegen

j=r(a; NBj) < k(o AN—f;) = min  k(w)
wa;A=p;

grofer als j, und dies widerspricht der Voraussetzung x(w) = k < j.
Die Aussage, dass es fiir alle Defaults d € Ay eine Welt w gibt, die d verifiziert
und allen Defaults aus A;, j > k, geniigt, bedeutet, dass d von |J_, A
toleriert wird.
3= 1L:
Wenn alle Defaults d € Ay von |J;, A toleriert werden, dann folgt die
Existenz einer OCF, die alle Defaults reprisentiert, beispielsweise aus der
Existenz einer System-Z-Funktion, die in Definition 2.4.2 vorgestellt wird.

Die Aquivalenz 2<=-3 der Definition 2.4.1 ergibt sich aus der Prozedur
Consistency-Test, die auf Seite 18 angegeben wird. Wenn es in jeder Teilmen-
ge A’ C A einen Default gibt, der von A’ toleriert wird, dann sortiert die
Prozedur Consistency-Test die Defaults aufsteigend anhand ihrer Toleranz,
und daraus ergibt sich 2==-3. Die umgekehrte Folgerung 3=—2 ergibt sich
direkt aus der Definition.

Sei A = {A, A} eine Default-Basis mit Ay = {v — f}, Ay ={p — v,p —
= f}, mit A = {p(inguin),v(ogel), f(liegt)}. Der Default v — f bedeutet also
Vogel kénnen fliegen”, p — v bedeutet , Pinguine sind Végel“, und p — —f
bedeutet ,,Pinguine kénnen nicht fliegen®. Diese Default-Basis ist konsistent, da
der Default v — f in A1 von A, toleriert wird und da alle Defaults aus A, von
Ay toleriert werden. Die Welt w, := v A —p A [ verifiziert den Default v — f

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a. 17



KAPITEL 2. BEGRIFFE UND GRUNDKONZEPTE DER
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und falsifiziert keinen der Defaults aus A,. Die Welt p N v A\ —f verifiziert beide
Defaults aus A\, und falsifiziert damit keinen Default aus A\,.

Eine mogliche OCF ist System-Z. System-Z basiert auf der ,grobstmog-
lichen konsistenten Stratifikation von A. Diese Stratifikation erhdlt man
durch eine Prozedur ,Consistency-Test*. 2
Prozedur Consistency-Test
Die Prozedur Consistency-Test liefert, wie der Name schon sagt, einen Test
auf Konsistenz der Default-Menge und gibt genau dann eine Stratifikation
A = Ay, ..., A, aus, wenn die Default-Menge konsistent ist. Die Prozedur
ordnet zuerst der Teilmenge A; € A alle Defaults aus A zu, die von allen
anderen Defaults aus A toleriert werden. Danach wird derselbe Test fiir alle
Defaults aus A\A; fortgesetzt, indem alle Defaults, die von A\A; toleriert
werden, der Menge A, zugeordnet werden. Daraufhin wird auch die Menge
Ay aus A\A; entfernt, und die Testprozedur wird auf {A\A;}\A, ange-
wandt usw. Der Test endet, wenn die Defaultmenge leer ist. Falls in einem
Schritt der Prozedur keine Defaults gefunden werden, die von der aktuellen
Defaultmenge toleriert werden, dann ist A inkonsistent, und die Prozedur

muss abgebrochen werden. [

Definition 2.4.2 (System-Z)

Sei A := {di,...,d,} eine Default-Menge mit der konsistenten Partitio-
nierung A = Aq,... A, die die Prozedur ,Consistency-Test“ ausgibt. Die
System-Z-ranking-Funktion x%: Q — N ist definiert durch

0, falls w kein d; falsifiziert

Z —
RE(w) = 1+ max Z(d;) sonst

1S7‘§L
wEA;B;

mit Z(d;) = j genau dann, wenn d; € A;.3

2vgl.[11] S.65
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2.5. BEVORZUGTE WELTEN

kZ ordnet jeder Welt w den kleinstméglichen Rang zu, der in bezug auf die
Bedingungen in A erreichbar ist.

Wenn man System-Z auf die Default-Basis des obigen Beispiels 2.4.1 fiir eine
konsistente Default-Basis anwendet, dann erhalt man

Zv—f)=1lund Z(p > v)=Z(p - ~f) =2

wegen
(v—f)e A, (p—v)€Ayund (p— —f) € Ay
Deshalb ergibt sich fiir die méglichen Welten:

w k% (w) w K% (w)
vADPA f 3 —vApAf 3
VApA-f 2 “vApA-f 3
vA-pAf 0 v A-pAf 0
vA-pA-f 2 v A -pA-f 0

2.5 Bevorzugte Welten

Das Konzept der ,bevorzugten Welten“ kann man dazu verwenden, verschie-
dene Logiken miteinander zu vergleichen. Viele nichtmonotone Logiken ba-
sieren auf einer Priferenzrelation R auf €2, durch die allen moglichen Welten

3[11] Def.12
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(
DEFAULT-LOGIK

w €  ein Rang in einem Ordnungssystem zugewiesen wird. Zum Beispiel
sollte eine solche Préferenzrelation bei einer gegebenen Defaultmenge eine
Welt w, die alle Defaults verifiziert, gegeniiber einer Welt ', die alle Defaults
falsifiziert, bevorzugen. Diese Tatsache, dass w beziiglich der Priferenzrela-
tion R eine ,bevorzugte Welt“ gegeniiber w’ ist, kann man duch w <p W’

notieren.

2.5.1 Bevorzugte Welten und beliebige Praferenzrela-

tionen

Alle in den folgenden Kapiteln 4 bis 7 vorgestellten Logiken werden durch
eine Praferenzrelation R auf () definiert. Aufgrund dieser Préferenzrelation

R erhilt man die bevorzugten Welten fiir Formeln o € L:

Definition 2.5.1 (Bevorzugte Welten fiir eine Formel a bzgl. <g)
Sei <p eine beliebige Relation auf {2 und « eine Formel aus £. Eine Welt
w € Q) wird als

ag-bevorzugt

bezeichnet genau dann, wenn w = « gilt und es keine Welt w’ € Q gibt mit

W Eaund W <pw.

Die Folgerungsrelation |~ beziiglich der Relation <z auf Q wird dann durch
die folgende Definition festgelegt:

Definition 2.5.2 (Inferenzrelation |~y)
Es gilt
O‘}'\‘Rﬁ

genau dann, wenn fiir alle w, die ag-bevorzugt sind, gilt w = (.

Solche Folgerungsrelationen |~ ., die auch Inferenzrelationen genannt werden,
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werden durch die Relationen <p eindeutig bestimmt.

2.5.2 Bevorzugte Welten und OCFs

Man kann auch jede OCF k durch ein sogenanntes Priaferenzmodell beschrei-

ben.

Definition 2.5.3 (Bevorzugte Welten fiir OCFs)
Sei x eine OCF auf €2, und seien w; und wy zwei Welten aus (2. w; wird als

Kk — bevorzugt gegeniiber wy bezeichnet, geschrieben

w1 <g W2

genau dann, wenn k(w;) < K(wa).

Die strikte partielle Ordnung <, wird k-Préferenz-Relation genannt. Die
Ordnung <, kann dafiir verwendet werden, um die Menge der beziiglich s

bevorzugten Welten fiir eine gegebene Formel zu definieren.

Definition 2.5.4 (Bevorzugte Welten fiir Formeln bzgl. OCFs)
Sei k eine OCF auf 2 und A; eine Formel aus £. Eine Welt w aus 2 wird
als x-bevorzugte Welt fiir A; bezeichnet, falls

1. w A; erfiillt, d.h. w = A;, und

2. es keine andere Welt ' gibt, die A; erfiillt, so dass k(w') < K(w).

Laut Definition gilt x = A — B genau dann, wenn x(AB) < x(AB), und
k(AB) = min{k(w) | w | AB}. Sei k eine OCF auf €.
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Satz 2.5.1 (Bevorzugte Welten und OCFs)
Fiir alle Formeln A, B aus L und fir alle OCFs k gilt K = A — B genau

dann, wenn jede k-bevorzugte Welt fiir A auch B erfiillt.

Mit diesem Satz kann man zeigen, dass eine Logik, die durch eine beliebige
Préferenzrelation auf €2 definiert wurde, dieselbe Folgerungsrelation induziert
wie eine Logik, die durch eine OCF definiert wurde, indem man beweist, dass

die bevorzugten Welten in beiden Logiken gleich sind.

BEWEIS: —

Angenommen, es gilt

= A — B, d.h 1 1 2.1
AT B A i ele) < ) )

und
wy sei eine A-bevorzugte Welt, die nicht B erfiillt, (2.2)

alsow; = AAN-B

Wegen min,anp £(w) < mingas-p (2.1) gibt es dann eine Welt wy, wy |=
AN B, mit k(wy) < k(wy1). Wegen wy = A und k(wq) > k(wy) kann dann w;
nicht A-bevorzugt sein: s(w;) # min,a x(w) . Widerspruch zu (2.2)

P—

Angenommen, jede A-bevorzugte Welt erfiillt B (2.3)
und

A — B, d.h. i i 2.4

kEA— B,d oin K(w) £ Lo K(w) (2.4)

Sei wy eine A-bevorzugte Welt, also x(w;) = min,pea k(w). wi muss dann
wegen (2.3) auch B erfiillen, also w; = A A B. Jede Welt w muss entweder
B oder —B erfiillen, da alle w jedem Symbol aus £ einen Wahrheitswert
zuordnen. Wenn min,r-p k(w) < mingeanp k(w) (2.4) gilt, dann gibt es
eine Welt wy mit wy = A A =B und k(ws) < k(wy). Wegen k(ws) < k(w;) =
min,4 #(w) und wy = A muss auch w, A-bevorzugt sein. Da aber w, nicht
B erfiillt, ergibt sich ein Widerspruch zu (2.3). O
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Kapitel 3

Konditionale Indifferenz

In [1] werden OCFs k und Wahrscheinlichkeitsfunktionen Vjy auf konditionale
Indifferenz untersucht.

Sei A eine Menge von Defaults d; = A; — B,. Die konditionale Struktur
einer Welt w wird aus dem Verhé&ltnis von w zu den n einzelnen Defaults d; =
A; — B;, 1 <i < n, einer Logik abgeleitet.! Man assoziiert zuerst mit jedem
Default d; ein Symbol a;, das bedeutet, dass der Default verifiziert wird, und
ein Symbol a; , das bedeutet, dass der Default falsifiziert wird, und erzeugt
aus diesen Symbolen eine freie abelsche Gruppe Fa =< af,ay,...,a, a; >.
Eine Gruppe muss assoziativ sein, ein neutrales Element beinhalten, und
zu jedem Element muss es ein Inverses geben. In einer abelschen Gruppe
muss zusidtzlich das Kommunikativgesetz gelten. Das neutrale Element in
der Gruppe F ist die 1, und das Inverse zu jedem Element a; ist dann a%

Entsprechend ist a% das Inverse zu a; wegen a; - = = 1.

k3 CLl

Danach definiert man eine Funktion o; = 0(4,—p,) : {2 — Fa, indem man

vgl.[1]Abschnitt 5
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festlegt

a} wenn w = A; A B;
oi(w) := { a; wenn w = A; A—B; fiir alle Defaults A; — B; € A
1 wenn w = —4;

Diese o; ermoglichen die Definition einer Funktion oa:

Definition 3.0.5 (Konditionale Struktur)
2Die konditionale Struktur o einer Welt w ist gegeben durch

oa(w) == Hai(u}): H a; H a; (3.1)

1<i<n 1<i<n 1<i<n
w)ZAi/\Bi w):Ai/\ﬁBi

Da das leere Produkt H?:o gleich 1 ist, gilt oa(w) = 1, falls w alle Defaults
weder verifiziert noch falsifiziert, das bedeutet, falls w |= — A, fiir alle Defaults

A; — B;. oa beschreibt also den simultanen Effekt aller Defaults d; auf w.

Die konditionale Struktur o, ist ein niitzliches Instrument, um den Ein-
fluss der Defaults auf die Rangordnung, die man einer beliebigen Welt w
zuordnet, zu veranschaulichen. Es ist intuitiv einleuchtend, dass die Verifi-
kation eines Defaults durch w einen positiven und die Falsifizierung eines
Defaults einen negativen Einfluss auf die Rangordnung von w beziiglich aller
Préferenzrelationen auf {2 und der von ihnen abgeleiteteten Folgerungsrela-
tionen haben sollte. Genauso sollten alle Defaults A — B, die von w weder
verifiziert noch falsifiziert werden, weil w die Defaultvoraussetzung A nicht

erfiillt, moglichst keinen Einfluss auf die Rangordnung von w haben.

Sei A:={dy=v— f, dy=p— v, d3 =p — —f} wie in Beispiel 2.4.2 eine
Menge von Defaults auf dem Alphabet A = {v, f,p}. Die Welt vy = v Ap A f

2vgl.[1] Gleichung(8)
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verifiziert den ersten Default d, = v — f. Also ergibt sich o1 (w;) = a;. Ebenso

verifiziert wy auch den zweiten Default dy = p — v, so dass man os(w1) = ag
erhilt. Der dritte Default d3 wird jedoch von wy falsifiziert: p Av A fEpA f,
und deshalb ergibt sich o3(wy) = a5 . Die konditionale Struktur o (wy) ist also
oa(w) = [I2_, 0s(w1) = afay a3 . Die folgende Tabelle listet die konditionalen

Strukturen aller méglichen Welten auf A auf:

w oa(w) w oa(w)
vVADAf ajaiay —vADA f a, az
vApA-f ayajad —vApA-f ay as
vA-pAf a v A-pA f 1
vA-pA-f ay v ApA-f 1

Diese Funktion oa wird jetzt noch erweitert auf die Juxtaposition bzw.

Multiplikation von Welten:

Definition 3.0.6 (Produkt @)
Das Symbol @ bezeichnet ein Produkt von Welten

~ Tn

wi=wit e wy

mitr, €eZVi=1,...,n

Diese Multiplikation von Welten ist lediglich als Juxtaposition, also ,,Neben-
einanderstellung®, zu interpretieren. Die Exponenten konnen wegen r; € Z

auch negativ sein.

Es ist klar, das man mit dieser Definition eine freie abelsche Gruppe O
erhilt, wobei Q) aus allen Elementen & besteht, die sich aufgrund von Defini-

tion 3.0.6 bilden lassen. Die Multiplikation ist assoziativ und kommunikativ,

1
w;T

das neutrale Element ist die 1, und zu jedem Element w;™ ist w;, " =

das Inverse.
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Darauthin wird die konditionale Struktur eines Produkts @ von Welten

definiert:

Definition 3.0.7 (Konditionale Struktur von &)

) = oa )"+ oa (@)™ (32)

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Vi oder OCF k wird entsprechend auf
einen Homomorphismus auf Q! = {(w)} fortgesetzt. Da die Division durch
0 nicht definiert ist, schlieft man alle Welten, die die Wahrscheinlichkeit 0
haben, von der Definitionsmenge aus. 2* := {w € Q | Viy(w) # 0}.

Definition 3.0.8 (Fortsetzung von Viy auf )
Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Vi : © — [0,1] bzw. eine OCF k : Q —
NU oo wird zu einem Homomorphismus Vyy : O > R bzw. k: Q — (Z,+)

fortgesetzt durch
Vi (@) == Vir(wi* ... wi®) = Vig(w)™ ... Vig (wg)"™®

bzw.

Fiir die Definition der konditionalen Indifferenz ben6tigt man noch die Re-

lation =+:
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Definition 3.0.9 (=)

Seien Wy = wi' ... W™

. m

Wy = 151, 15" € Q) gegeben. Es gilt

~

W1 =717 W2
genau dann, wenn

2. T= 0L s

1<j<m 1<k<p

w1 =7 W9 gilt also genau dann, wenn die Summe der Exponenten der Gene-
ratoren w; von w; und wy gleich ist, wobei die Exponenten r;, s, € Z, wie
schon erwihnt wurde, auch negativ sein konnen. w; =1 @, gilt z.B. dann,
wenn w; und w, aus derselben Anzahl von Welten bestehen, die multipliziert,

also nebeneinandergestellt bzw. juxtapositioniert, wurden.

Die wichtigste Definition in diesem Kapitel ist nun die Definition der

konditionalen Indifferenz:

Definition 3.0.10 (Konditionale Indifferenz)
3Sei

A={(A—B),1<i<n}C(L—-L)

eine Menge von Defaults. Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion V bzw. eine OCF
V ist indifferent in bezug auf A genau dann, wenn V(w;) = V(@y) immer

dann, wenn o (@) = oa (W) fiir @1 =1 @, gilt.

Beispiel 3.0.2 (Konditionale Indifferenz von System-Z-Funktionen)
System-Z-Funktionen sind in der Regel nicht konditional indifferent. In dem obi-
gen Beispiel 2.4.2 mit A = {d, = v — f,dy = p — v,d3 = p — —f}
haben die Welten &, := (—v Ap A f)- (v ApA=f)-(vA-pAf) und

3vgl.[1] Def.1
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Wy = (v ApA=f)-(VAPAf)-(vA—-pA—f) dieselbe konditionale Struktur
oal@) = (a3a5) - (aya5ag) - (af) = oa(@) = (aya3) - (afagag) - (ay).
Da @y und @, jeweils das Produkt von drei Welten sind, gilt w; =1 &,. Wegen
KZ(01) = 3+2+0 =05 # k() = 3+ 3+ 2 = 8 ist diese System-Z-
Ranking-Funktion xZ jedoch nicht konditional indifferent. (k% : Q — N wurde

entsprechend der Definition 3.0.8 auf ) fortgesetzt.)

Die konditionale Indifferenz von OCFs kann man laut [1] Theorem 1 (9)
auch anhand folgender Bedingung iiberpriifen:

Definition 3.0.11 (Konditionale Indifferenz von OCFs)

Eine (endliche) OCF ist indifferent in bezug auf eine Menge von Defaults
A ={(4 — B,),..,(A, — B,)} genau dann, wenn es rationale Zahlen
Ko, k; ok, € Q,1 < i < n gibt, so dass fiir alle w €  gilt:

k(w) = Ko + Z ki + Z Ky (3.3)

1<i<n 1<is<n.
w':AiBi w':AzBL

Man kann auch anhand von Definition 3.0.11 nachweisen, dass die System-Z-
Funktion k% aus Beispiel 2.4.2 nicht konditional indifferent ist. Die folgende
Tabelle listet fiir alle w € Q) jeweils den Rang k% (w) und die konditionale Struktur
oa(w) auf:

28 Diplomarbeit von Andrea Kunzi a'



w; k% (w) oa(w) w; kZ(w) oa(w)

wi VADAS 3 afajay ws VADASf 3 ayay
wa VAPA-f 2 ajajai  ws “WAPA-S 3 ayaj
w3 vA-pAf 0 af  w; —WA-pASf 0 1
wy vA-DA-Sf 2 ay wg VA pA-f 0 1

ko in Gleichung (3.3) muss wegen 1% (wg) = 0 gleich 0 sein. Wegen r%(w,) = 2,
und da wy nur den ersten Default falsifiziert, muss x| in derselben Gleichung
gleich 2 sein. Wegen r%(w3) = 0 muss x| gleich 0 sein. Wegen r%(ws) =
k% (we) und da sich die konditionale Struktur dieser Welten nur durch a; bzw.
as unterscheidet, muss gelten k3 = k3. x5 und k3 kann man also mit k3
bezeichnen. Man findet unter diesen Voraussetzungen keinen Wert 3 mehr, so
dass die Bedingungungen k% (wy) = 3 = kf + ki + 5 und KZ(wy) = 2 =
f-@f+f<;2++/<aé+) erfiillt sind, denn es ergibt sich 0+r3 +r3 = 3 und 2+K3 +r3 = 2,
also k3 + K3 = 0.

Das Problem von System-Z beziiglich der konditionalen Indifferenz besteht
darin, dass die Definition von System-Z-Funktionen {iber das Maximum nicht
mit Homomorphismen und Gruppenverkniipfungen vereinbar ist. Wenn man
eine konkrete OCF k oder eine Wahrscheinlichkeitsfunktion V3, gegeben hat,
die die Defaults aus A représentiert, dann wird diese Funktion x bzw. Vjy, in
[1] in Definition 2 als c-Reprisentation bezeichnet, falls sie in bezug auf A
konditional indifferent ist:

Definition 3.0.12 (c-Reprisentation)
OCFs k und Wahrscheinlichkeitsfunktionen Vy,, die eine Menge A von

Defaults représentieren und die in bezug auf A konditional indifferent sind,

werden c-Reprdsentationen genannt.

c-Repréasentationen sind ein méchtiges Mittel, um Logiken zu représentieren.
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In dieser Arbeit werden nur c-Reprisentationen bzw. OCFs betrachtet, fiir
die in Gleichung (3.3) o =0, ;7 = 0 und k; > 0 gilt.
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Kapitel 4

Penalty-Logik

4.1 Grundlagen der Penalty-Logik

Sei A eine Menge von Defaults. Die Penalty-Logik [4] ordnet jedem Default
d; € A, d; = A; — B;, eine Zahl p; € R" zu, die als ,Strafe interpretiert
wird, die man bezahlen muss, wenn der Default falsifiziert wird. Man geht
von einer vorgegebenen Stratifikation A = {A;,..., A, } der Default-Basis
aus. Die Penalties p; fiir jeden Default d; € A wurden vom Anwender der
Logik zugewiesen. Alle Defaults d;, die als wichtig erachtet wurden, erhalten
grofere Penalties p; als andere Defaults, die als weniger wichtig eingestuft

werden.
Der Rang Vrank einer Welt w wird dann berechnet aus der Summe aller

p; derjenigen Defaults d; bzw. ihrer materialen Entsprechung ¢;, die von w
falsifiziert werden:
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Definition 4.1.1 (Penalty-Funktion Vrank)
Fiir alle Welten w € () wird die Penalty-Funktion Vrank definiert durch

Vrank :  — R, Vrank(w) = Z Pi
wiEp;

Eine Welt w wird als ,,Penalty-bevorzugt® gegeniiber einer Welt w’ bezeichnet,
W <pen W

falls Vrank(w) < Vrank(w’). Eine Interpretation w wird analog zu Definition
2.5.1 fiir eine Formel « als ,,a,c,,-bevorzugt® bezeichnet, falls « in w wahr ist
und es keine Welt w’ gibt, die « erfiillt, so dass w’ <je, w. Wie in Definition
2.5.2 basiert die Folgerungsrelation |~pen auf der Relation Vrank auf (2. Eine

Formel 3 ist eine Penalty-Folgerung aus «, notiert durch

o |Npenﬁ

falls jede aye,-bevorzugte Welt auch 3 erfiillt.

Sei A wieder die Menge der Defaults d; = v — f,do = p — v,d3 = p — —f
mit der oben erwdhnten Bedeutung ,\Végel kénnen fliegen®, ,,Pinguine sind Vgel"
und ,,Pinguine kénnen nicht fliegen”. Man kann diesen Defaults nun z.B. die
.Penalties” py = 1, py = 2 und p3 = 3 zuordnen. Wenn man jetzt untersuchen

mdéchte, ob Pinguine, die Vogel sind, fliegen kénnen, also
pAv— f?

dann muss man zunichst alle ,p N\ v*-bevorzugten Welten suchen. Die Welt
w1 :=pAvA [ hat den Rang Vrank(w;) = p3s = 3, da w, den dritten Default
falsifiziert. Die Welt w, := p A v A —f hat den Rang Vrank(ws) = p; = 1, da
diese Welt den ersten Default falsifiziert. Wegen Vrank(w-) < Vrank(w,) ist also
woy eine (die einzige) p N\ v-bevorzugte Interpretation. Da diese Interpretation — f

erfiillt, folgert man, dass Pinguine, die Végel sind, nicht fliegen kénnen.
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Wenn die Stratifikation, auf der die Wert-Zuweisung der p; basiert, konsi-
stent im Sinne von Definition 2.4.1 ist, dann gibt es auch immer eine Funktion
Vrank, die die Default-Menge reprasentiert. Denn wenn die Default-Menge
konsistent ist, dann gibt es laut Definition 2.4.1 fiir jeden gegebenen Default
a; — 3; € A; eine Welt w mit w = a; A §;, die alle Default aus U;‘:Z A; to-
leriert. D.h. die ,Strafe“ Vrank(w), die dieser Welt w zugeordnet wird, kann
hochstens so grofs wie die Summe der Strafen aller Defaults aus tieferen Ebe-
nen Ay, k < i sein, da w keinen Default aus A;, j > 1, falsifiziert. Die
Strafe Vrank, die einer Welt ', die a; — (3; falsifiziert, zugeordnet wird,
muss dagegen laut Definition 4.1.1 mindestens so grof wie p; sein. Wenn
man dann allen p; Werte zuordnet, so dass fiir alle 1 < ¢ < n gilt, dass
pi > Z;;ll pi fiir alle 1 < i < n, dann konnen alle o', die o; — (; falsifi-
zieren, wegen Vrank(w)yea,ng, < Vrank(w')yea,n-g, nicht o;-pen-bevorzugt
sein. Deshalb sind die a;-pen-bevorzugten Welten eine Teilmenge der a; A ;-
pen-bevorzugten Welten, und daraus folgt, dass jede a;-pen-bevorzugte Welt
auch (; erfiillt fiir alle Defaults o; — 3; € A.

Wenn man dagegen von einer inkonsistenten Stratifikation ausgeht, dann

kann es Probleme geben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Wenn man in dem vorherigen Beispiel den Defaults andere Penalties p; zuweist,
z.B. py = 3,po = 2 und p3 = 1, dann hitte die Welt w; = p ANv A f den Rang
Vrank(w;) = 1 und die Welt wy = p Av A —f den Rang Vrank(ws) = 3. Damit
ware wy eine p A v-bevorzugte Welt, und da Pinguine, die Végel sind, in dieser
Welt fliegen kénnen, wiirde man folgern

pAv— f

Diese Wertzuweisungen wéren natiirlich unsinnig, da Pinguine, die Vgel sind, in
der Regel nicht fliegen kénnen. Die Funktion Vrank mit diesen Wertzuweisungen
reprasentiert die gegebene Default-Menge nicht mehr, da sie dem Prinzip der

Autodeduktion, das bedeutet, dass alle Defaults ableitbar sein miissen, nicht
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entspricht, denn der dritte Default ist nicht mehr ableitbar: Um abzuleiten, dass
Pinguine nicht fliegen kénnen, also p — —f, muss man zuerst alle Pinguin-
bevorzugten Welten finden. Die Werte von Vrank(w;) und Vrank(wy) wurden
oben schon angegeben. Die zwei restlichen Welten, die ,,p“ verifizieren, sind w3 :=
pA-wvAfundwy = pA-vA-f. Es gilt Vrank(ws) = 2+ 1 = 3 und
Vrank(ws) = 2. Damit ist w; wegen Vrank(w;) = min,, Vrank die einzige
p(inguin)-bevorzugte Welt, und daher kann man in diesem Beispiel nur p — f
ableiten, was dem dritten Default widerspricht.

Die Inkonsistenz dieses Beispiels ergibt sich aus der Tatsache, dass der Default
ds = p — —f, der in diesem Beispiel die niedrigste Prioritdt p3 = 1 hat, von
der Defaultmenge {v — f,p — v}, die héhere Prioritit hat, nicht toleriert
wird. Die beiden Welten, die p — —f verifizieren, sind w; := v A p A —f und
we := —w A pA —f. wy falsifiziert jedoch den Default v — f, und wo falsifiziert
den Default p — v.

Da inkonsistente Default-Mengen widerspriichliche Aussagen beinhalten,
kann man aus solchen Default-Mengen unplausible Schlussfolgerungen ziehen.

4.2 Konditionale Indifferenz von Penalty-Funktionen

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass alle Penalty-Funktionen kon-

ditional indifferent sind.

Satz 4.2.1 (Penalty-Logik und konditionale Indifferenz)
Sei A eine Default-Basis. Alle Penalty-Funktionen Vrank auf A sind kondi-
tional indifferent beziiglich A.
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4.2. KONDITIONALE INDIFFERENZ VON
PENALTY-FUNKTIONEN

BEWEIS: Der Beweis fiir Penalty-Funktionen mit p; € N fiir alle p; ergibt
sich ganz einfach: Falls fiir alle p; gilt: p; € N, dann sind diese Penalty-
Funktionen Vranky spezielle OCFs, die die Bedingungen aus Definition 3.0.11
auf S.28 erfiillen: Kpenn(w) = Ko + ZwaiBi ki + ZwaiEi k; mit ko == 0,
ki :=0und k; := p;, Kpenn(w) = Vranky(w) fiir alle w € Q, und damit sind
diese Funktionen konditional indifferent. Wegen kpe,n(w) = Vranky(w) gilt in
diesem Fall kpen(w) < Kpenn(w') genau dann, wenn Vranky(w) < Vranky(w'),
und damit sind alle x,.,n-bevorzugten Welten auch Penalty-bevorzugt, und

das bedeutet, dass beide Logiken gleich sind.

Fiir den allemeineren Fall p; ¢ N, also p; € R", kann man entweder die
p; so auf N abbilden, dass fiir alle p; gilt: falls eine Summe ) ,_._, p; von
Penalties kleiner als eine andere Summe )}, _ j<1 Pj ist, dann muss auch die
Summe der natiirlichen Zahlen, auf die die p; abgebildet werden, kleiner als
die Summe der natiirlichen Zahlen sein, auf die die p; abgebildet werden.
Falls z.B. p; € Q, dann kann man die p; durch Briiche darstellen. Wenn man
diese Briiche auf den Nenner 1 erweitert, dann erhilt man die entsprechenden
natiirlichen Zahlen.

Diese Bedingung fiir die obigen Summen garantiert, dass die Folgerungs-
relation der Penalty-Logik bei der Abbildung der Penalites auf natiirliche
Zahlen nicht verfilscht wird, da die Penalty-bevorzugten Welten unter den
reell-wertigen Penalties p; auch die Penalty-bevorzugten Welten unter dem
Bild der p; sind. Die konditionale Indifferenz dieser N-wertigen Penalty-

Funktionen kann man wieder aus Definition 3.0.11 ableiten.

Falls die p; irrationale reelle Zahlen sind, dann ist es schwieriger, die kor-
respondierenden natiirlichen Zahlen zu finden, die genau dieselbe Folgerungs-
relation beschreiben. Deshalb wird hier die folgende Mo6glichkeit gewéhlt, die
konditionale Indifferenz der Funktion Vrank zu iiberpriifen. Man definiert

analog zu Definition 3.0.10 :
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Definition 4.2.1 (Konditionale Indifferenz von Penalty-Funktionen
Eine Penalty-Funktion Vrank ist konditional indifferent in bezug auf A genau

dann, wenn Vrank(w;) = Vrank(w,) immer dann, wenn oa(w;) = oa(we) fiir

W1 =17 W2

In diesem Fall muss man zusétzlich angeben, was Vrank(w) bedeuten soll.
Diese Definition lautet analog zu Definition 3.0.8:

Definition 4.2.2 (Fortsetzung von Vrank auf &)
Eine Penalty-Funktion Vrank : Q — R* wird zu einem Homomorphismus
Vrank : Q — R fortgesetzt durch

Vrank(w) = Vrank(wi* - - - w/") := ry Vrank(w;) + ... + 7, Vrank(w,,)

r

(R, +) ist eine additive Gruppe mit neutralem Element 0. Wenn man nun
zeigen kann, dass es einen Homomorphismus V' : FA — R gibt, der aus der
konditionalen Struktur o(w) aller @ die ,Plausibilitdt* Vrank ableitet, dann

folgt aus
o(w) = o(@)
= Vrank(w;) =V (o(w1)) = V(o(@g)) = Vrank(w,)
Wegen
oa(w) Def 508 H oi(w) = H a; H a; und (4.1)
R =
Vrank(w) Def gl Z pi (4.2)
whEp;

erhdlt man die Plausibilitdt Vrank einer Interpretation w aus der konditio-

nalen Struktur, indem man z.B.

V(aH) =0, V(a7) == pi, V(1) :=0 (4.3)

)
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setzt und

V((af)™(a7)™ - (a;)™ " (a, )™")
= rV(a)+rV(a)) +... + 1o 1V(a)) + 12,V (a;,)
= O0+rp1+...+0+ 1200

n

= Z T2 Pi

=1

definiert. V(1) = 0 in Gleichung (4.3) bedeutet, dass das neutrale Element
1 der Gruppe Fa auf das neutrale Element 0 der Gruppe (R, +) abgebildet

wird. Fiir einzelne Welten ergibt sich

Viea(w)) =V/( H al H a;) = Z pi = Z p; = Vrank(w)

wEA;B; w):AiEi w':AiEi whepi

Fiir Produkte von Welten folgt: Falls

also

dann muss fiir alle r; und s; gelten:
r,=5V1<1<2n

und damit folgt
Vioa(@r)) = V(oa(@2))
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Es bleibt noch zu zeigen, dass V(oa(w)) = Vrank(w):

= V(oa(w)™ -~ oa(wn)™)
=v(CII eO"CI] e C II aOmC 1] e
u)1'=A¢B¢ Wﬂ:AiEi wn):AiBi wn':A1§z
=r Y pit T Y p
wlbé@i w%@z
= ryVrank(w;) + ... + r, Vrank(w,,)
= Vrank(w)

Insgesamt folgt damit, dass Penalty-Funktionen konditional indifferent

sind, da aus oa(w1) = oa(Wsy) folgt: Vrank(w,) = Vrank(ws). O
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Kapitel 5

Lexikographisches System

5.1 Grundlagen des lexikographischen Systems

Das lexikographische System wird ausfiihrlich in [5] vorgestellt. Sei A wieder
eine Menge von Defaults d;. Die lexikographische Logik geht von einer vor-
gegebenen Stratifikation der Defaults A = {A;,...A,,} aus. Man stratifiziert
also zuerst die Default-Basis A in geeigneter Weise, z.B. erhilt man eine
konsistente Stratifikation durch die Rangordnung der Regeln durch System-
7, da in System-Z alle Defaults einer Ebene alle Defaults in héheren Ebenen

tolerieren.
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Definition 5.1.1 (lex-bevorzugt <;c.)
Eine Interpretation w wird als ,lex-bevorzugt zu einer Interpretation w’ be-
zeichnet,

/
W <jgp W

genau dann, wenn ein Index 1 < ¢ < n existiert so dass

| A7 (W)] > A7 ()] (5.1)
und

2. falls i<n,
Vn > g > 1, |A§“t(w)| = |A§‘”(w')| (5.2)

Der Begriff ,lex-bevorzugt® definiert also eine Priferenzrelation auf €2. Die
Relation <., hdngt natiirlich von der vorgegebenen Stratifikation der Default-
menge ab. Wie schon in Abschnitt 2.2.2 erwidhnt wurde, ist A" (w) in De-
finition 5.1.1 die Menge der Defaults in A; (also der Defaults in der i-ten
Ebene), denen w geniigt. |Af*(w)] ist die Kardinalitit dieser Menge, also die
Anzahl der Defaults in A;, denen w geniigt.

Eine nicht-monotone Kosequenzrelation, genannt ,lexikographische Fol-
gerung®, wird durch |, dargestellt und genauso wie in der Penalty-Logik
definiert: Die lexikographische Folgerung |~, . basiert auf der lexikographi-
schen Ordnungsrelation auf €, <;.,. Die aq.,-bevorzugten Welten werden
analog zu Definition 2.5.1 festgelegt: Eine Welt w ist ay.,-bevorzugt, wenn
w = « und es keine Welt w' € Q gibt mit o' = o« und ' <}, w. Die In-
ferenzrelation |~ , ergibt sich dann aus Definition 2.5.2: Eine Formel [ ist

eine lexikographische Folgerung aus «, geschrieben
Oé‘Nlexﬁ
wenn jede ay.,-bevorzugte Welt auch 3 erfiillt.
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Wenn die vorgegebene Stratifikation konsistent ist, dann gilt fiir alle d; =
Ai — B,L € A: Ai'fvle:pBi‘

Alle Defaults in der i-ten Ebene der Stratifikation werden von dem lexi-
kographischen System als gleich wichtig und wichtiger als irgendeine Menge

von Defaults in tieferen Ebenen angesehen.

Sei A = {Ay, Ay} wieder die Default-Basis A1 = {v — f}, Ay ={p — v,p —
—f}. Betrachtet man nun die Welten w, := vA—pAf und wy := vA—pA—f, dann
verifiziert w, den Default v — f € A1 und genligt den Defaults p — v € Ay und
p — —f € Ag. wo falsifiziert den Default v — f aus A, und genligt ebenfalls
den Defaults p — v und p — —f aus A,. Es existiert also ein Index i:=1, so dass
|AS ()| =1 > 0 = |AS(wy)| und |AS™ (wq)| = 2 = |A5™(wy)|. Deshalb ist
w1 lex-bevorzugt zu wo. Damit ist wy auch die einzige ,,v A —p“-bevorzugte Welt,
und da w, = f gilt, folgert man, dass Vigel, die keine Pinguine sind, fliegen
kénnen.

Das folgende Beispiel aus [5| wird im néchsten Abschnitt fortgesetzt, um
den Unterschied zwischen dem lexikographischen System und Brewkas be-

vorzugten Subtheorien zu veranschaulichen.

Sei L :=A{v, f,p} und A = {A1, Ao, A3, Ay} mit Ay = {T — —p}, Ay =
{T = =f}, Ay ={T - wV T ->ovVptudA, ={{T -0, T —
—w}. Diese Stratifikation ist nicht konsistent, da sich die Defaults aus A4 nicht
gegenseitig tolerieren. Die Kardinalitét aller A* (w;) kann man fiir alle méglichen

Welten w; aus folgender Tabelle ablesen.
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w;j [ AT (wy)l (A (wi)] (A5 (wy)| AT (w))]
wi=vAfAD 0 0 2 1
wy=vAfA-p 1 0 2 1
w3=vA-fAp 0 1 1 1
wg=vA-fA-p 1 1 1 1
ws="wAfAp 0 0 2 1
weg="wAfA-p 1 0 1 1
wr=-wA-fAD 0 1 2 1
wg =0 A-fA-p 1 1 1 1

Man sieht aus dieser Tabelle sofort, dass die Welt w; := —vA—f Ap die einzige
T-lex-bevorzugte Welt ist, da fiir diese Welt die Mengen A5 (w7) und A5™ (w7)
die maximal mégliche Kardinalitit |A5™(w;)| = 2 und |A§*(wr7)| = 1 haben,
und fiir alle anderen Welten w; mit |A5" (w;)| = 1 und |A5"(w;)| = 2, also fiir
wi,ws und ws, gilt |A*(w;)| = 0, aber |A5™(w7)| = 1. Da die T -lex-bevorzugte
Welt w; —w erfiillt, folgert man in diesem Beispiel T|~,  —w.

5.2 Konditionale Indifferenz und lexikographi-

sches System

Das Verhalten des lexikographischen Systems kann man durch konditional in-
differente OCFs modellieren, indem man Zusatzbedingungen an die x; stellt.
Man geht von der vorgegebenen Stratifikation A der Defaults aus. Sei d; der
i-te Default in der k-ten Ebene und rkj; der entsprechende Rang zu diesem

Default. Zunichst kann x; € N beliebig gewahlt werden. Danach ordnet man,

Lyvgl.[5] Beispiel 2
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beginnend mit i:=2, den k; der i-ten Ebene natiirliche Zahlen zu, so dass

—_

|Ag|rr < Ky (5.3)
1

B
Il

fiir i=2,...n, wobei |Ay| wieder die Anzahl der Defaults in Ay ist. Eine solche
Zuweisung ist immer moglich, denn wenn die linke Seite der Gleichung (5.3)
vorgegeben ist, findet man immer ein x; € N, das grofer als die Summe auf
der linken Seite ist. Jeder Default aus A, erhdlt denselben Rang r;, also
Ki = kg VLU mit 1 < {1} < |A]

Alle OCFs, die die Bedingung (5.3) erfiillen, werden mit kg bezeichnet.
Da alle kg9 von der gewihlten Stratifikation A abhingen, miisste man sie
genauer durch kgo(Aq, ..., A,) bezeichnen.

Den Rang einer Welt w bestimmt man wieder wie bei der Penalty-Logik

durch
Roa(w) = Y i
wiEpi;
Es ist leicht zu sehen, dass alle kg9 konditional indifferent beziiglich A sind,
da sie die Bedingungen von Definition 3.0.11 erfiillen mit o := 0, /{;;- =0,

k;; i= k; fur beliebige .

Definition 5.2.1 (lexikographische OCFs kg2)

Sei K92 die Menge aller OCFs kgo auf A, die die obige Bedingung (5.3)
erfiillen:

S | Apler < R Vi=2,.. 0.

Alle Defaults aus einer Ebene A; sollen denselben Rang x; haben, also fiir
allei, 1 <i <n, und alle j,k, 1 < {j, k} <|A], gilt k;; = K.

Fiir alle w € € gilt dann:

Kea(w) = > Ky

whEpij
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Sei A = Ay,..., A, eine gegebene Stratifikation.

Satz 5.2.1 (Lexikograph. System/konditional indifferente OCFs)
Die von der Stratifikation A induzierte Priferenzrelation |~ ldsst sich durch
eine beziglich A konditional indifferente OCF kas € Koo auf A darstellen.

Eine Interpretation w st genau dann kao-bevorzugt zu einer Interpretation

W', wenn w lex-bevorzugt zu W' ist.

BEWEIS: = 3
Sei also w lex-bevorzugt zu w’ und sei i so gewéhlt, dass

Vi>i: |[AY(w)] = |AS(w')| und (5.2)
A (W) > AW (5.1)

Sei A/“"*(w) die Menge aller Defaults in Ay, die von w falsifiziert werden,
und |A/**(w)| sei die Anzahl der Defaults in dieser Menge. Sei  eine OCF
aus Kgo. Dann gilt

n Akl

R(w) = Z Z Kikj

F)
W%G%j

= Z/@k]Aials(wﬂ (wegen ky; = kg f.oalle 1 < {i,5} < |Ag])
k=1

i—1 n
als als als

=Y ml AL W) + ml AT W)+ D | AL ()

k=1 k=i+1

i—1 n
als als als
=Y ml AL (W) + ml AT W)+ D sl AL ()]
k=1

k=i+1

2genauer:Kgo(Aq, ..., Ay)
3vgl.[2] Lemma 11
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wegen (5.2):Vn > j > i : |[AJ(w)] = |A" (W)
< kit RIAIPW) Y AT W)
k=i+1

(wegen (5.3) undA/"*(w) C A, = |AT (W) < |Ak])
< i +(JAT (W) — | AT (W)]) +ri A ()| + Z K| AL (W)
k=i+1

(da wegen (5.1): [A3(w)] > [AF ()] = [A]"(w)] < |A/" ()]
= (A" (W) = 1A W) = 1)

Damit gilt:
rw) < ki (JAI W) = 1A @)]) + 5 - |A] ()

+ ) me [AP(W)]
k=i+1

= k(W) < mlATW+ D ml AL (W)

k=i+1
—1 n
= k(W) < Y ke JAL (W) 4k [ATPW)] Y R [AL (W)
k=1 k=i+1

= k(w) < k(W)

P—
Sei nun k € Kgo eine OCF auf der gegebenen Stratifikation A = Ay, ... A,
und k(w) < k(w'). Angenommen, w sei nicht lex-bevorzugt zu w’. Dann gibt

es zwel mogliche Félle:

1. W' ist auch nicht lex-bevorzugt zu w. In diesem Fall falsifizieren w und
w’ genau dieselbe Anzahl von Defaults in jedem A;. Das bedeutet dann
k(w) = k(w'), und dies widerspricht der Hypothese.
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2. Der zweite mogliche Fall ist: w’ ist lex-bevorzugt zu w. Dann wére aber
nach dem =-Teil des Beweises x(w') < k(w). Dies ist ebenfalls ein

Widerspruch.

Daher muss w lex-bevorzugt zu w’ sein. O

Korollar 5.2.1 (Lexikographisches System und Kgs). Sei A eine Default-Basis
mit einer vorgegebenen Stratifikation. Sei |, . die Folgerungsrelation des le-
xikographischen Systems auf A und kg9 eine entsprechende konditional in-

differente OCF aus Kg. Dann gilt af~,, 3 genau dann, wenn af~ ., (3.

BEWEIS: Der Beweis ergibt sich aus Satz 2.5.1 und Satz 5.2.1, da die bevor-
zugten Welten in beiden Logiken gleich sind. U

Aus Korollar 5.2.1 ergibt sich auch, dass es zu jedem lexikographischen Mo-
dell fiir eine Default-Menge, d.h. einem lex-Modell, in dem alle Defaults ab-
leitbar sind, auch eine c-Représentation kgo € Kgo gibt, die dieselbe Infe-
renzrelation induziert. Eine beziiglich der lexikographischen Logik konsisten-

te Default-Menge ist daher auch konsistent im Sinne von Definition 2.4.1.
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Kapitel 6

Brewkas bevorzugte Subtheorien

6.1 Grundlagen der bevorzugten Subtheorien

von Brewka

Der Ansatz der bevorzugten Subtheorien von Brewka hat viel Ahnlichkeit
mit dem lexikographischen System. Der Haupt-Unterschied zwischen diesen
beiden Logiken ist die Definition der Ordnung auf 2. Sei A wieder eine Menge
von Defaults und A = Ay, ..., A, eine vorgegebene Stratifikation auf A.
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Definition 6.1.1 (B-bevorzugt <g [6])
Eine Interpretation w wird in der Theorie von Brewka als ,,B-bevorzugt® zu

einer Interpretation w’ betrachtet,
w<gw

wenn es einen Ebenenindex i gibt, so dass !

1.
falls i < n, A% (W) C A (w) (6.1)

und

Vn > j > AS(W) = A (w) (6.2)

Eine Formel (3 ist wieder eine Brewka-Folgerung aus «,

apepf

wenn jede ap-bevorzugte Welt auch ( erfiillt, wobei die ag-bevorzugten
Welten wieder wie in Definition 2.5.4 definiert werden: Eine Welt w wird als
ap-bevorzugt bezeichnet, wenn w = « und es gibt keine Welt ' €  mit

W' Eaund W <p w.

In Brewkas bevorzugten Subtheorien werden also Inklusionsbeziehungen
zwischen Defaultmengen untersucht, wiahrend sich das lexikographische Sy-
stem nur fiir die Kardinalitdt der Defaultmengen interessiert. Es ist offen-
sichtlich, dass B-bevorzugte Welten auch lex-bevorzugt sind, da aus Af*(w') C
A (w) (6.1) folgt, dass |Af*(w')| < |AS*(w)| (5.1). Ausserdem gilt natiir-
lich fiir A3 (w') = A$*(w) (6.2) auch [A5*(W')] = [A3(w)| (5.2). Brewkas
Inferenzrelation |~ héngt wie die Relation |, , von der vorgegebenen Stra-
tifikation der Defaultmenge ab.

1Zur Erklirung von A% (w) s. 2.2.2
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6.1. GRUNDLAGEN DER BEVORZUGTEN SUBTHEORIEN
VON BREWKA

Man kann die Logik von Brewka analog auf Beispiel 5.1.1 anwenden. Fiir die
zwei Welten wy := v A =p A f und wy := v A —p A ~f gilt Aj(w,) = {v —
[} 20 = Afwy) und A5 (wy) = {p — v,p — ~f} = A5 (wy). Daher ist
auch in Brewkas Logik w, B-bevorzugt zu w, so dass man auch aus dieser Logik
ableitet, dass Viogel, die keine Pinguine sind, fliegen kénnen.

Um den Unterschied zwischen Brewkas bevorzugten Subtheorien und dem
lexikographischen System zu veranschaulichen, wird jetzt das Beispiel 5.1.2
unter der Anwendung von Brewkas Logik fortgesetzt.

Beispiel 5.1.2 in der Logik von Brewka:

In dem folgenden Beispiel soll v fp eine Abkiirzung fiir v A f A p sein. Ausserdem
wird die Defaultvoraussetzung T — zur Abkiirzung weggelassen, d.h. v ist eine
Abkiirzung fiir T — v.

wj A (wy) A (wy)  AFH(wj) A (wy)
w1 =vfp 0 0 {~vVv fiovp} {v}
wy=vf-p  {-p} 0 {~vVv fovp} {v}
wy=0vfp 0 {-f}  {vvp} {v}
wy=v-f-p  {-p} {—f} {vVp} {v}

ws = wfp 0 0 {-vV fivvp} {-w}
ws =wf-p {-p} 0 {-vV [} {-v}

wr =-vfp 0 {-f}  A{~vVvfivvp} {-w}

ws =-w-f-p {-p}  {=f} {-~oV/f} {~v}

Tabelle 6.1: Logik von Brewka
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Da weder {T — v} C {T — —w} noch {T — —w} C {T — v} gilt,
gibt es in diesem Beispiel keine Welt, die man gegeniiber allen anderen Welten
als T g-bevorzugt bezeichnen kénnte. Deshalb kann man in diesem Beispiel im
Gegensatz zum lexikographischen System auch nicht T~ z—v ableiten.

Das folgende Beispiel aus [2| Beispiel 12 wird im néchsten Abschnitt aufge-
griffen, um den Unterschied zwischen Brewkas bevorzugten Subtheorien und
der im néchsten Abschnitt vorgestellten Theorie von Geffner zu veranschau-

lichen:

Die Sprache L bestehe in diesem Beispiel aus vier Symbolen,

L := {p(inguin), mv(ménnlicher Vogel), wv(weiblicher Vogel), f(liegt)}. Die
Default-Basis A sei A = {A;, Ay} mit Ay = {mv — f,wv — f} und
Ay = {p — mv V wu,p — —f}. Die Default-Basis ist konsistent im Sinne
von Definition 2.4.1, da die Welt wions1 := mv A wv A —p A\ f die Defaults aus
A verifiziert und den Defaults aus A, geniigt. Ausserdem verifiziert die Welt
Wrons2 := pAmuAwvA—f alle Defaults aus A,. Das bedeutet, dass alle Defaults
aus Ay von A, toleriert werden.

Wenn man nun wissen méchte, ob ein Pinguin, der ein weiblicher und kein
ménnlicher Vogel ist, fliegen kann, dann muss man iiberpriifen, welche der beiden
Welten, die die Bedingungen p \ wv A —mu erfiillen, B-bevorzugt ist. Fiir w, :=
pAwvA—mu A f gilt A5 (wy) = {p — moVwv} und AS*(wy) = {p — ~f}.
Fiir we := p Awv A —muv A = f gilt A5 (ws) = {p — mv V wu,p — —f} und
AL (wy) = 0. Wegen A3 (wy) C A3™(w,) ist wy B-bevorzugt zu wy, und da in
wo —f gilt, folgert man in Brewkas Logik, dass Pinguine, die weibliche und keine

ménnlichen Végel sind, nicht fliegen kénnen.
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6.2. KONDITIONALE INDIFFERENZ UND BREWKAS
BEVORZUGTE SUBTHEORIEN

6.2 Konditionale Indifferenz und Brewkas be-

vorzugte Subtheorien

Man erhélt wieder eine dquivalente Logik aus konditional indifferenten OCFs
auf der gegebenen Stratifikation A, indem man Zusatzbedingungen an die s
stellt. Sei A = Aq,..., A, wieder eine vorgegebene Stratifikation. Sei d;; der

j-te Default aus der i-ten Ebene.

Definition 6.2.1 (Bewka-OCFs kg3)
Man erhélt Rangfunktionen vom Typ ka3, indem man zunéchst den Defaults

dqs aus A1 beliebige k14 € N zuordnet und danach, beginnend bei i:=2, jedem

dij, 7=1,...,|A|, ein k;; zuordnet, so dass
i—1 |Agl
fiir alleizl...n:ZZ/@kj</fis. (6.3)
k=1 j=1

fiir alle s=1,--- |A,].
Ka3? sei dann die Menge aller OCFs kg3, die die Bedingung (6.3) erfiillen.
Fiir alle w € Q wird x(w) dann berechnet durch

Rw)=> > ki

k=1 dkjEAials(w)

Man sieht sofort, dass es immer natiirliche Zahlen gibt, die die konstrukti-
ve Bildungsvorschrift der Bedingung (6.3) erfiillen. Diese Bedingung ist der
Bedingung (5.3) des lexikographischen Systems &hnlich. Wihrend in dem
lexikographischen System jedoch alle Defaults einer Ebene als gleich wich-
tig angesehen werden, werden in Brewka’s Logik keine Bedingungen an das
Verhiltnis der Defaults einer Ebene gestellt.

2genauer: Kg3(Aq,...,A,),vgl.Def.5.2.1

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a. o1



KAPITEL 6. BREWKAS BEVORZUGTE SUBTHEORIEN 3

Satz 6.2.1 (Brewkas bevorzugte Subtheorien/kond.indiff. OCFs)
Jede Priferenzrelation aus Brewkas bevorzugten Subtheorien lisst sich durch
eine Menge von konditional indifferenten OCFs ka3 auf A darstellen.
Genauer gilt: Sei A = Aq, ..., A\, eine Stratifikation. Seien w und W' Welten
aus Q. Dann ist w B-bevorzugt zu W', w <p W', genau dann, wenn fir alle

Kas € Kgs auf A = {Aq,..., Ay} Kas(w) < RKes(w'), d.h. genau dann, wenn

w fiir alle ka3 Kez-bevorzugt zu W' ist.

Die Préiferenzrelationen der bevorzugten Subtheorien von Brewka lassen sich
also nicht mehr wie die Préferenzrelationen des lexikographischen Systems
durch jeweils eine konditional indifferente OCF darstellen, sondern man muss
jeder Préferenzrelation eine Menge von OCFs zuordnen.

BEWEIS: (von Satz 6.2.1)

—3 Es gilt
K(w) = Z Z Kkj
F=1 g eal™ ()
Angenommen, w ist B-bevorzugt zu ', und sei i so gewahlt, dass
Vi > @',Aj“t(w) = Aj“t(w’) (6.2) und
A3 (w) A(W') (6.1) d.h.
Vi > i, Al"(w) = AJ*(W) und (6.4)
AWy Al (W) (6.5)

U

Dann gilt fiir alle k € Kg3(A) auf der vorgegebenen Stratifikation A

K(w) = Z Z Kikj (6.6)

k=1 g, ;enf** ()

Ii D ) *’viﬁi 2. rw

k=1 4 ; e AL (w) dij €Al (w) F=it1 dy e A" (w)

3vgl.[2] Lemma 12
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i—1 n
= E Iikj -+ E fiij -+ E E likj
F=1dy;e Al (w) dije Al (w) k=it1 ay en]* (w)

(wegen (6.4): Al (w) = AJ"™(W) fiir k=i +1...n)

< Z Kij =+ Z Rij + Z Z Rkj

dij G(A{aIS(w/)_Alj‘“als (w)) di]'EA{als (w) k=i+1 dkjEAials (w,)

(wegen (6.3) Vd;s € A; und AL (w) C Ay)
((A{als(w/) — Azfals(w)) ist wegen (6.5) nicht leer)

Also erhalt man

(wegen Z Kij + Z Kij = Z Kij)

dijeA]" (@) -al" ) diy €A™ (w) 43, €T )
n
li(w> < Z Kij n Z Z -
dijend® (W) k=i+1 g, enfals (o)
i—1 .
< Z Z Kij+ Z Kij + Z Z Kij
k=1 g, ;enf* () diyendats (W) k=it+1 g, A (o)

= k(w) < k(W)

P—
Angenommen k(w) < r(w') fiir alle K € Kg3(A) und angenommen, dass w
nicht B-bevorzugt zu w’ ist. Man unterscheidet zwei Félle:

1. &' ist B-bevorzugt zu w. Dann gilt laut dem =--Teil des Beweises

k(w') < k(w) fiir alle k aus kg3, was der Hypothese widerspricht.

2. W' ist auch nicht B-bevorzugt zu w. Dann gilt entweder
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(a) fiir beliebige j A%*(w) = A*(w'), aber dies bedeutet, dass r(w') =
K(w), da w und W’ genau dieselbe Menge von Defaults falsifizieren,

was der Hypothese widerspricht, oder

(b) es gibt einen Index i, so dass
Vi > A (w) = AST(W) (6.7)

und

weder A (w) D A (w') noch A (W) D A (w) (6.8)

In Fall 2b kann man ein x konstruieren, das zu Kg3 gehort mit x(w') < k(w)
(was der Hypothese widerspricht). x sollte die zwei folgenden Bedingungen

erfiillen: fiir i=2,...n:

i—1 |Ag]

(4) Ken < Kis fiir alle s = 1,..., |A] (6.9)
k=1 h=1
i—1 |Ag]

(i) et Y Ry < kg fiir alle i, ¢ AI"(W) (6.10)
k=1 h=1 dije Al (W)

Diese Bedingungen teilen jedes A; in zwei Teile, wobei die Defaults d;; in A,
die von ' falsifiziert werden, eine geringere Prioritét, also einen kleineren
Wert k;;, zugewiesen bekommen als diejenigen, denen w’ geniigt. Die Bedin-
gung (i) garantiert, dass k zu Kg3 gehort (Gleichung(6.3)), und Bedingung
(ii) splittet jedes A; in die zwei Teile der falsifizierten und erfiillten Defaults

auf, indem die Defaults nach ihrer Prioritét sortiert werden.
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Daher erhalt man:

k(W) = Z Z Kkj

k=1 dk‘jeAﬁals(w,)

k=1 gy ;e Al* (W) dijenS s (wr) k=it1 g, e Al* (W)
i—1 n

I LD DR DI DR
k=1 gy el (W) di €A™ (W) k=itl g e Al* (w)

(da fiir k=i+1,..n AJ(W) = AT**(w) (6.7))

i—1
=2 > Rut > Fiij

k=1 dkjeA)ials(w/) dijEA{als(wl)—A{als(w)

n
di; ea (WHnAal*e (w) k=i+1 g, e Al ()
i—1 |Ag|

<Zkah+ Z Kij

k=1 h=1 i €T (1)

+ Z Rij + Z Z K

dij EA{azS(w/)mA{aw(w) k=i+1 dk;jeAialS ()
(wegen Aials(w’) C Ap)
und Alfals (w/) . A{als (w) C A{als (w/)

< Z Kij + Z Kij

dij €A (w)y—af*e (o) dijeAl s (wHnal®= (w)

+2n: D

k=i+1 dkjEAials(w)

(wegen (6.10)) fiir alle d;, & AT ()
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(AT (W) — AT (') ist wegen (6.8) nicht leer)

< Z Kij + Z Z Kk;

dijEA{als(w) k=i+1 dijAfzals(w)
1—1 n

S E E Iﬂ',kj—|— E Rij + E E REj = /i(u))
k=14, ;€A (w) dijeA! " (w) b=t dy e A" (w)

= k(w') < K(w) und daher die These

g

Korollar 6.2.1 (Folgerungsrelation von |~ 5 und rg3). Sei 5 die Inferenzre-
lation aus Brewkas System der bevorzugten Subtheorien, und sei |~ die
Folgerungsrelation der entprechenden OCFs. D.h. af~ ;3 genau dann, wenn
fiir alle OCFs aus Kgg, die auf derselben Stratifikation wie |~ basieren,
in allen ags-bevorzugten Welten gilt. Dann gilt fiir alle A o |~ 4 3 genau

dann, wenn « |~ 5 3.

BEWEIS: Da die bevorzugten Welten fiir beide Préiferenzrelationen <z und
<3 gleich sind, sind auch die Inferenzrelationen |, und p ., gleich. Die
Inferenzrelation |~ basiert auf Definition 2.5.2, also aj~;(3 genau dann,
wenn jede ag-bevorzugte Welt auch 3 erfiillt, und fiir alle kg3 € Kg3 gilt
ol 40 genau dann, wenn nach Satz 2.5.1 jede ags-bevorzugte Welt auch
erfiillt. O

Es folgt, dass es fiir jedes Modell aus Brewkas Logik fiir eine Default-Menge
A auch eine Menge von c-Reprisentationen kg3 fiir A gibt, so dass eine
beziiglich Brewkas Logik konsistente Default-Menge auch konsistent im Sinne
von Definition 2.4.1 ist.

An Beispiel 6.1.2 sieht man, dass man in Brewkas Logik nicht allen Welten
eine bestimmte Position in einem Ordnungssystem auf {2 zuordnen kann.
Wegen A5 (w;) = {T — v} und A5*(ws) = {T — —w}, aber weder {T —
v} C{T — —w} noch {T — —w} C{T — v} gilt laut Definition 6.1.1 weder

w; <p ws noch ws <p wj. Man kann aber auch nicht w; =p ws ableiten.
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Da man den Welten w; und ws in diesem Beispiel keinen eindeutigen Rang
P in dem Relationensystem <p zuordnen kann, ist es auch schwierig, dem
Produkt w; - w5 einen Rang beziiglich <p zuzuordnen. Die Tatsache, dass
die Ordnung <p auf ) nicht total, sondern nur partiell ist, ist der Grund
dafiir, dass eine einzelne OCF zur Darstellung der Inferenzrelation |~ , nicht
geniigt.

Das Prinzip der konditionalen Indifferenz ist aber in Brewkas Logik in-
soweit giiltig, als fiir alle Welten w;, w;, denen eine Position P in dem Re-
lationensystem <p zugewiesen werden kann und die dieselbe konditionale
Struktur oa(w;) = oa(w;) haben, diese Position in dem Ordnungssystem
gleich ist, also P(w;) = P(wj), falls oa(w;) = oa(w;) fiir w; =7 w;. Und falls
P(w;) undefiniert ist mit oa(w;) = oa(wj), dann ist auch P(w;) undefiniert.

Die Begriindung fiir diese Eigenschaft der ,partiellen konditionalen Indif-
ferenz“ ergibt sich daraus, dass die Inferenzrelation |~, durch eine Menge

von OCFs dargestellt werden kann und dass alle diese OCFs konditional in-
different beziiglich A sind.
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Kapitel 7

(Geffners conditional entailment

7.1 Grundlagen der konditionalen Folgerungs-

relation nach Geffner

Die vierte Logik, die untersucht werden soll, ist Geffners konditionale Fol-
gerungsrelation (conditional entailment) [7]. Geffners Logik basiert auf einer
partiellen Ordnung zwischen den Defaults einer Default-Basis A. Eine Ord-
nung zwischen den Defaults einer Default-Basis A, bezeichnet durch >x,
wird als erreichbar auf A bezeichnet, wenn eine Subbasis D C A immer,
wenn D einen Default d € A nicht toleriert, einen Default d’ enthalt, so dass

d >a d'. Jede erreichbare Ordnung >A auf A induziert eine Ordnung auf :

Definition 7.1.1 (Geffner-Priferenzrelation <g)

Sei > A eine erreichbare Ordnung auf der gegebenen Defaultmenge A. Es gilt
w>qw

genau dann, wenn fiir jeden Default d, der von w falsifiziert wird und dem
w' geniigt, ein Default d’ existiert, dem w geniigt und der von w’ falsifiziert
wird, so dass d’ >, d.
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Jede dieser Ordnungen wird als ,erreichbar durch die Default-Basis A“ be-
zeichnet. Das Quadrupel (€, >q, A, >A) wird bevorzugte erreichbare Struk-
tur genannt. Geffner definiert dann die conditional-entailment-Relation
wie gewohnt durch

apeg
genau dann, wenn fiir jede erreichbare bevorzugte Struktur (2, >q, A, >A)
in allen >q-bevorzugten Modellen von « gilt.

Die Default-Basis sei wieder A = {dy = v — f,do = p — v,d3 = p — —f}.
Man legt die Ordnung auf den Defaults so fest, dass di <a dy und d; < ds.
Da die Ordnung nur partiell und nicht total sein muss, definiert man fiir die
Defaults ds und ds keine Prioritdt, also weder dy <a ds noch ds <a ds. Sei
wi :=vADpA fundwy :=vApA-f. Esgilt A (w) = {v — f,p— v},
AT () = {p — —f}, A% (wy) = {p — v,p — —f} und AV (wy) = {v —
f}. Es gilt wy >q w1, da fiir den Default d; = v — f, der von w, falsifiziert wird
und dem w, geniigt, der Default ds = p — —f existiert, der von w, falsifiziert
wird und dem wy geniigt, mit ds > dy. Deshalb schlie€t man auch in Geffners
conditional entailment beziiglich > », dass Pinguine, die Viégel sind, nicht fliegen
kénnen, da w, das einzige (p A v)q-bevorzugte Modell beziiglich > 5 ist und da
dieses Modell —f erfiillt.

Um zu zeigen, dass aus Geffners Theorie andere Folgerungen als aus Brewkas
Theorie abgeleitet werden konnen, wird auf das Beispiel 6.1.3 nun Geffners

Theorie angewandt:

Sei L = {p,mv,wv, f} wieder die Symbolmenge aus Beispiel 6.1.3 und
A:={dy =p— mvVuwv,d, = mv — fd3 =wv — f,dy =p— —f}
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die Default-Basis aus diesem Beispiel. In Geffners Logik kann man folgende er-
reichbare Ordnung auf der Default-Basis definieren: di > d3 >a dy >a do. Man
kann nachpriifen, dass diese Ordnung erreichbar ist. Z.B. toleriert die Default-
menge Agrreichy := {d1,ds,ds} den Default dy nicht, aber A, c;cnp enthalt den
Default dy mit dy <a dy. Um zu zeigen, dass die Ordnung > erreichbar ist,
muss man diesen Test fiir alle Defaultmengen, die man aus den vier Defaults
bilden kann, durchfiihren.

Wenn man nun wieder wissen méchte, ob ein Pinguin, der ein weiblicher und
kein mannlicher Vogel ist, fliegen kann, dann muss man wieder die zwei Welten
w1 :=pAwvA—mvuA f und wy := p ANwv A —mwv A\ —f miteinander vergleichen.
Es gilt A**(w,) = {dy,da,d3}, AS"(wy) = {ds}, A% (wy) = {dy,dy,ds}
und AL (wy) = {ds}. Da die Welt w, den Default ds = wv — [ falsifiziert,
dem w, geniigt, und da w; den Default d; = p — —f falsifiziert, dem wy
gentigt, gilt in dieser Logik wegen d3 >a dy: wi >q wo beziiglich >A. Da
wy [ erfiillt und da die obige Ordnung mit d3 > d4 erreichbar ist, gibt es
in dieser bevorzugten erreichbaren Struktur ein >q-bevorzugtes Modell, das f
erfiillt, und deshalb kann man in diesem Modell im Gegensatz zu Brewkas Logik
nicht folgern, dass Pinguine, die weibliche und keine mannlichen Viigel sind, nicht
fliegen kénnen (vgl. Beispiel 6.1.3).

7.2 Konditionale Indifferenz und Geffners con-

ditional entailment

Man kann auch Geflners conditional entailment durch konditional indifferente
OCFs beschreiben.
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Definition 7.2.1 (Geffner-OCFs Kg4)
Fiir jede erreichbare Préferenzrelation > auf A konstruiert man eine Menge
von Funktionen kg4, indem man, beginnend mit dem beziiglich > A kleinsten

Default, jedem Default d € A ein x; zuordnet, so dass
1. fiir alle d, d’€ A, falls d > d’, dann kg < kg; und

2. fiir alled € A gilt >,

Kyt <Kd Rd' < Kd-

Fiir alle w € Q gilt wieder r(w) =>_ .. A
Kaos(A,> A) sei die Menge {kgza(A,>4)} aller OCFs, die man anhand der
Bedingungen 1. und 2. auf einer vorgegebenen Defaultmenge A mit einer

vorgegebenen Priferenzrelation > auf A bilden kann.

Durch die zweite Bedingung wird folgende Forderung an die x4 gestellt: falls
ein kg, das einem Default d entspricht, grofer als die xj, ist, die anderen
Defaults d;; entsprechen, dann muss es auch grofier als deren Summe sein. Es
ist klar, dass es zu jeder Ordnung > auf A Zuweisungen k4 fiir alle d € A
gibt, die beide Bedingungen erfiillen.

Sei >, eine erreichbare Priferenzrelation auf A. Jedes k aus Kg4(A,>A)

erzeugt die erreichbaren Prioritdtsstrukturen, die zu > assoziiert sind:

Satz 7.2.1 (Geffner-Logik und konditionale Indifferenz)

Sei > eine erreichbare Praferenzrelation auf A, und (2, >q, A, >a) sei eine
erreichbare Prioritdtsstruktur. Dann gilt fir alle w,w’ € Q w >q W' genau
dann, wenn fir alle Kk € Kgi(A, >4) gilt k(w) < k(W').

BEWEIS: ! Fiir alle w aus Q gilt x(w) = Zwb&% K;. Bezeichne A7 (w) die

Menge der Defaults in A, die w falsifiziert. Fiir alle w und ' in Q sei A{“ls,

lvgl.[2] Lemma 13
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Aéals und Ag‘ls definiert durch

A{als — Afals(w) _ Afals(w’) (71)
Aéals = Afals(CU) m Afals<w/) und (72)
A{{als — Afals(w/) o Afals(w) (73)
Es gilt:
n(w) = Z K; + Z K
Lenll qeafes
k(W) = Z Kj =+ Z Rj
djenfats djenl
=

Angenommen, dass w >q w'. Da (2, >q, A, >A) eine erreichbare bevorzugte
Struktur ist, gilt w >q ' genau dann, wenn fiir alle d; in AJ** ein d, in
ATHs existiert so dass d, >a dj, d.h. k; < ky. Zuerst ordnet man jedem

Is I
Jals ein solches kg aus AJ*

aus A zu. Dann benennt man alle x;, die einem
ki zugeordnet wurden, um in x;;. Dadurch kann man A{“ls nach dem Index
i partitionieren in A := (A9 . A,

Sei (AJ9"....AT%%) eine solche Partition von AJ™*, so dass AJ%* alle k;; ent-
hilt, denen dasselbe «/ in AJ** entspricht, namlich &} > k;; fiir j=1,...|A L.
Verwendet man die Bedingung (2) aus Definition 7.2.1an die k, um Geff-

ners System zu konstruieren, dann gilt auch fiir alle i fiir die Summe der

fals,
Kij € AL@' :
> i < (7.4)
KijEAL;
Daher gilt
Klw) = 5 Ki + E Ki
dz‘eA{alS dieAéals
S kw) = E Kij+ ... E Kij + E K
N T
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= k(W) < K 4. Fre+ Y ki (wegen (7.4))

diGAéalS
= k(w) < E Ky + g Ki
dyeAfHs die Al

= k(w) < kW)

=

Man nimmt jetzt an, dass k(w) < k(w') fiir alle K € Kgq(A, >a) und dass
w nicht (-bevorzugt zu W’ ist, w %o w'. Das bedeutet, dass ein dg, aus Ay
existiert, so dass fiir kein d; aus Ag dy >a dg gilt. Man kann nun wie in
Satz 6.2.1 eine Funktion x konstruieren, die zu Kg4(A, >A) gehort und die
r(w') < k(w) erfiillt (Widerspruch). x wird so konstruiert, dass es die drei

folgenden Bedingungen erfiillt:

1. fiir alle d,d’ € A gilt: falls d >A d’, dann gilt kg < kg und

2. firallede A: )",

Ky <Kg Ky < kg und

3. fiir alle dy € Ap : kg < Ka,,

Die Bedingungen (1) und (2) wurden schon bei der Definition von rqy ge-
fordert. Da fiir kein d; aus Agr dy >a d,, gilt, widersprechen sich die Bedin-
gungen (1) und (3) nicht. Aus diesen Bedingungen ergibt sich r(w') < k(w)
(Widerspruch):

kW) = Z Ki + Z Ki

d;EAR d;EAC

< K)dgT‘F Z K

diGAc

< Zfﬁi—i‘ZHi

d;eA, di€Ac

(= W)
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Durch Kgy(A) = U{Kga(A,>a)} ,s0 dass >a erreichbar durch A ist,
wird die Familie der OCFs aus kq4(A) bezeichnet, die man dadurch erhélt,
dass man alle Ordnungen >, in Betracht zieht, die erreichbar durch A sind.
Kg4(A) hingt also nicht mehr einer bestimmten vorgegebenen Ordnung >
auf A ab. Sei dann |~_, die Konsequenzrelation, die von K4 induziert wird,

also a3 genau dann, wenn fiir alle k € Kgq gilt £ = o — (3. Dann gilt

Korollar 7.2.1 (conditional entailment und kg, ). Fiir ein gegebenes A gilt

a3 genau dann, wenn afp ., 5.

BEWEIS: Der Satz ist eine direkte Konsequenz aus Satz 7.2.1. |

Man hat in Geffners Logik also dasselbe Problem der ,partiellen kondi-
tionalen Indifferenz“ wie bei Brewkas bevorzugten Subtheorien. Jede Prife-
renzrelation <q (A, >a) und damit auch die Inferenzrelation |, kann nicht
durch eine einzelne OCF dargestellt werden. Da jedoch jede Préferenzrelati-
on >q (A, >A) durch eine Menge von beziiglich A konditional indifferenten
OCFs beschrieben werden kann, konnte man Geffners Folgerungsrelation als

,partiell konditional indifferent” bezeichnen.
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Kapitel 8

Dempster-Shafer-Theorie

8.1 Basismalie, Glaubens- und Plausibilitats-

funktionen

Die Dempster-Shafer-Theorie (vgl. [10]) ermdglicht die Modellierung und
Kombination unsicheren Glaubens. In der Wahrscheinlichkeitstheorie schliefst
man wegen Definition 2.3.1 (3) (endliche Additivitét) aus Viy (F') = x immer
Vi (—=F) = 1 — x, was manchmal problematisch sein kann. Wenn man ei-
ne Eigenschaft wie ,Vogel kénnen fliegen” zu 80 Prozent glaubt, was durch
bel(—v Vv f) = 0,8 dargestellt werden kann, dann muss man nicht unbedingt
zu 20 Prozent glauben, dass Vogel nicht fliegen konnen. Es kann auch sein,
dass man zu 20 Prozent alle denkbaren Welten fiir glaubwiirdig halt, dass
man also zu 20 Prozent vollig unwissend ist. In der Dempster-Shafer-Theorie
ist es moglich, solche Evidenzen zu formulieren. Man kann in dieser Theo-
rie sogar sowohl der Regel ,Vogel konnen fliegen” als auch der Regel ,Vogel
konnen nicht fliegen“ das Glaubensmaf 0 zuordnen. Dies driickt die vélli-
ge Unkenntnis iiber die Eigenschaften von Végeln aus, und das Aquivalent
Vw(v — f) = Viy(v — —f) = 0 ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie we-
gen Viy(f) + Viw(=f) = 1 nicht moglich. In der Wahrscheinlichkeitstheorie
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kénnte man diese Unwissenheit nur durch Viy (v — f) = 0,5 = Viy (v — =f)

formulieren.

Ausserdem kann man in der Wahrscheinlichkeitstheorie normalerweise aus
der Kenntnis von Vi (A) und Viy (B) nicht die Wahrscheinlichkeit Vi (AA B)
von A und B berechnen. Genau diese Kombination von Evidenzen ermog-
licht in der Dempster-Shafer-Theorie die Dempster’sche Kombinationsregel.

Grundlage der Dempster-Shafer-Theorie ist ein Basismaf:

Definition 8.1.1 (Basismaf})
Ein Basismaf iiber (2 ist eine Funktion m : 2 — [0, 1], die den folgenden
beiden Bedingungen geniigt:

m(0) = 0 und
D m(4) =1

m(A) beinhaltet das Maf an Glauben daran, dass die aktuelle Welt exakt zu
A und nicht etwa zu einer Teilmenge von A gehort. Diese beiden Bedingungen
stellen sicher, dass das unmogliche Ereignis bzw. die leere Menge mit einem
Glaubensmaf von 0, also gar nicht, geglaubt wird, und dass das Gesamtmaf
des Glaubens 1 betragt.

Definition 8.1.2 (fokales Element)
Ist m : 2% — [0,1] ein BasismaR, dann heisst jede Teilmenge A C  mit
m(A) > 0 ein fokales Element von m.

Aus vorhandenen Basismafen kann man durch Anwendung der folgenden

Definitionen Glaubens- und Plausibilitatsfunktionen berechnen.
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Definition 8.1.3 (Belief- bzw. Glaubensfunktion)
Sei m ein Basismaf iiber ). Die durch m induzierte Glaubensfunktion, bel,

wird definiert durch

bel : 2% — [0,1], bel(4) := ) " m(B)

Der Term bel(A) reprasentiert den Grad an Glauben bzw. notwendiger Un-
terstiitzung dafiir, dass die aktuelle Welt zu A gehort.

Definition 8.1.4 (Plausibilitdtsfunktion)
Sei m ein Basismaf iiber ). Die durch m induzierte Plausibilitatsfunktion,
pl, wird definiert durch

pl: 27 —[0,1], pl(A):= ) m(B)
BNA#0D

Der Term pl(A) quantifiziert den Grad an Plausibilitéit, d.h. méglicher Un-
terstiitzung dafiir, dass die aktuelle Welt zu A gehort. Er enthélt diejenigen
Basismafe, die man Figenschaften oder Aussagen zuschreibt, die A nicht wi-
dersprechen, denn fiir alle B, die A widersprechen, gilt A N B = (). Es ldsst
sich zeigen:

Satz 8.1.1 (Dualitét von Belief- und Plausibilitdtsfunktionen)

Es gilt bel(A) = 1 — pl(A) und pl(A) =1 — bel(A).

Wenn zwei Funktionen diese Eigenschaften haben, dann nennt man diese

Funktionen dual zueinander.

BEWEIS:

1—bel(A)=1-> m(B)=> m(B)— > m(B)= Y m(B)=pl(A)

BCA BCQ BCA BNA#(
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T-pl() = 1= Y m(B) = m(B)— (3 m(B) - > m(B)

BNAH£( BCQ BCQ BCA

= > m(B) = bel(4)

BCA

8.2 Kombinationsregel von Dempster

Die Dempster’sche Kombinationsregel ermdglicht es, verschiedene Anhalts-
punkte, die auch Fuvidenzen genannt werden und durch Basismafe ausge-

driickt werden konnen, zu kombinieren.

Definition 8.2.1 (mg: Kombinationsregel von Dempster)

Seien my,...,m, verschiedene Basismafe. Die Kombinationsfunktion mg, die

ser einzelnen Basismafie erhilt man durch die Regel

Yoxyn. nxn=r Ilimg mi(X5)
) S e ey Wemn 0 # FCQ
me (F) = ! n# (8.1)

0, wenn F = ()

Wegen . .
o Jmixy =1 > []mi(xi) (8.2)

X1N..NX,#D i=1 X1N..NX,=0 i=1
wird der Nenner der Dempster’schen Kombinationsregel in Gleichung (8.1)
manchmal auch durch die rechte Seite der Gleichung (8.2) beschrieben. Die-
sen Nenner nennt man Normalisierungskonstante c. Gleichung (8.2) ergibt
sich aus der Tatsache, dass mg ein Basismaf ist, was in Satz 8.2.1 bewiesen

wird:

Satz 8.2.1 (Basismafl mg)
Alle mg,, die aus der Dempsterschen Kombinationsregel gewonnen wurden,
sind Basismapfe.
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BEWEIS: Es ist nach Definition 8.1.1 zu zeigen, dass

und

mg () = 0 gilt laut Definition 8.2.1. Alle Mengen F, fiir die mg(F) > 0
gilt, werden laut Definition 8.1.2 fokale Elemente von mg genannt. Seien Fjj
jeweils die fokalen Elemente X;; der m;, k = 1,...,|F;|. An Gleichung (8.1)
sieht man, dass auch nur diese fokalen Elemente X;;, := Fj;, und X;q := € zu
den fokalen Elementen von mg beitragen, denn sobald fiir ein X, gilt: X, #
Q und X, # Fjj, ergibt sich m;(Xj;) = 0 und damit auch [[;_, m;(X;) =
[ 1z mi(X;)-m;(Xj) = 0. Deshalb folgt (es wird hier zunéichst vorausgesetzt,
dass die Normalisierungskonstante ¢=1 ist, dass also Fyx N ... N F,; # 0 fiir

alle fokalen Elemente Fj; aller m;):

Z mg (Y;) = Z Hmz

Y, eQ X1N...NXp=Y;
XG{ka L., |F¢\}

= ml(Fll)Z H m;(X;) +m1(F11)Z H m; (X

Xe{F} Xe{F}
I=|F|
|F1|
= Zml(Flk)Z H mz
Xze_{i“}
Def:8.1.1 1. Z H mz
Xe{F}
= mz(F21)Z H m;(X;) +m2(F2m)Z H m; (X,
XG{F} XG{F}
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|F2| n
= 2By [ mix)
k=1 1=3
XZG{FZ}
Def8.1.1 -
s T me)
Xie(F)
| Fn |
- Zmn(Fnk)
k=1
Def:&l.l 1

Falls die Normalisierungskonstante ¢ doch nicht gleich 1 ist, falls es al-
so Evidenzen Fy,...,F, gibt mit Fi, N ... N F, = 0, dann muss man
> rnnE,—o M (Fig) - ... my,(Fy) wieder von dem obigen Ergebnis 1 ab-
ziehen und erhélt damit im Zéhler von Gleichung (8.1) die Normalisierungs-

konstante ¢ =1 —> ¢ v T, mi(X5), also Y mg(Y;) =< =1.
Y:eQ
Deshalb ist auch mg ein Basismafs. 0
Belieffunktionen, die aus Basismafien induziert wurden, die héchstens ein

fokales Element F' # €, F' # (), haben, nennt man simple-support-functions.

Definition 8.2.2 (Simple-support-Funktionen)
Simple-support-Funktionen sind Belief-Funktionen, die aus Basisfunktionen

m mit

m(Q) =s, m(F)=1-—sund m(X) = 0 sonst, s € [0,1] (8.3)

induziert wurden

Seien nun F, ..., F}, verschiedene Evidenzen, denen jeweils eine simple-support-
function m; zugeordnet wurde, also m;(Q2) = s;, m;(F;) =1 — s;, m;(X;) =0
sonst. Diese Evidenzen werden durch die Dempster’sche Kombinationsregel
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zu einem Basismal mg kombiniert. Es soll nun gezeigt werden, dass fiir Plau-
sibilitdtsfunktionen, die man aus solchen simple-support-functions mit der

Dempster “schen Kombinationsregel erhilt, gilt

Satz 8.2.2 (Berechnung der Plausibilitit einer Welt w)
Fiir alle Plausibilitdtsfunktionen, die man aus simple-support-functions mit

der Dempster’schen Kombinationsregel erhilt, gilt*

plo(w) = [ s (8.4)

U.)%FZ
BEWEIS:
Def8.1.4 Def8.2.1 B
Plg(w) =0 Y mg(F) =T Y > [mix)
wWN[F]£D (wN[F]#D) ([X1]N-N[Xy]=[F]) =1

= Z H m; (X;) (8.5)
we([X1]N--N[Xy]) =1
Die m; sind simple-support-functions mit m;(2) = s;, m;([F;]) =1 — s; und
m;(X;) = 0 sonst. Alle X; konnen nur die zwei Werte [F;] und 2 annehmen,
da sonst

mg (X1 NN X,) = my(X;) - [[mi(X0) =0V F; # X; # 0
1#]
wegen m;(X;) = 0 fiir alle X; # Q und X # [F}]
Falls es nur eine Evidenz F) gibt, ist die Behauptung klar:
n=1
Es gilt nach (8.5)

pla(w) = Y [[m(X) =D mi(Xy) (8.6)
(

weXq) =1 weXy

lvgl.[8] 3.1

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a‘ 73



3
KAPITEL 8. DEMPSTER-SHAFER-THEORIE

Da w € Q) immer gilt, gibt es die zwei Moglichkeiten

w € [F1] oder w ¢ [F]

e 1.Fall: Es gelte w € [F3]. Da w €  immer gilt, folgt nach (8.6):

(Def.8.2.2)

plg(w) = my(Q) +my(F) si+(1—s1)=1

e 2.Fall: Es gelte w ¢ [F}]. Dann folgt aus w € 2 mit (8.6):
plg(w) = my () = s

Daraus folgt die Behauptung pl(w) = 1, falls w |= F}, und pl,(w) = s1, falls
w = Fi.

Dieser Beweis muss nun auf eine beliebige Menge von Evidenzen F,..., F),
erweitert werden:

n>1:

Nach (8.5) gilt:

ply (w) = [[mi(x0), Xi € {F,Q}
we([X1]N--N[XR]) i=1

Fiir alle 4, 1 < i < n, gibt es wieder die zwei Moglichkeiten w | F; und
w [~ F;. Man kann daher zwei Mengen

YH(w) = {k| w = F.}

und
Y7 (w) :={K|w ¥ F}

bilden. Da klar ist, dass diese Mengen von w abhéngen, wird Y *(w) im fol-
genden Text durch Y und Y~ (w) durch Y~ abgekiirzt. Da es auf die Rei-
henfolge der X; in der Schnittmenge X;N...N X, nicht ankommt, kann man
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die X; so umsortieren, dass alle X, fiir die w |= F; gilt, vorne stehen:

Y] Y~

plg(w) = Z H m; (X H mi(X;), X; € {F;,Q}

we([X1]N--N[Xn])
zEY ZEY_

Fir alle i € Y gilt: w € [F;] und w € §, und fiir alle ¢ € Y~ gilt nur w € Q.
Fiir alle beliebigen j € Y gilt:

Y] Y~

ple(w) = > [I miX)-my(E) H m; (X,

we([X1]N--N[X7]) 261}*'1275] S

Y Y|

+ > [[ mix ma(ﬂ)Hmz ), X € {F;, Q)

we([X1]N-N[Xn]) zEYZifl#j ’LEY_

bl Y

= > I[[ m Hmz ) - (m; () + my(Ey))

we([X1]N-N[Xn]) ie}jji# 16},_

Y| Y~

- Z H H m;(X;) - (85 + (1 — s5))

we([X1]N-N[Xn]) iGYiiTi;ﬁj zEY*

Y| Y~

- Y I we JImx
we([X1]N-N[Xn]) ’L‘EYi:T”L‘#j ie?’*
Da dieser Nachweis fiir beliebige j € Y fortgesetzt werden kann, bleiben
nur noch alle 7 € Y~ {ibrig:

Y|

Ply(w) = > [T mix

wE([Xﬂﬂ---ﬂ[Xn])iei?l_

Da fiir alle i € Y~ gilt w [~ F;, kann man fiir diese X; nur () einsetzen:

Y|

ply(w) = > [T mi)

we([X1]N-N[XE]NOQN...NQ) =1
(a)n--n[X] )05t
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O

In [2] werden in Kapitel 2.3 folgende Eigenschaften der Dempster-Shafer-
Theorie erwiahnt, die das Verhalten der Belief- und Plausibilitdtsfunktionen
nach Erweiterung des Wissens beschreiben. Enthélt das vorhanden Wissen
z.B. eine Formel X und wird das Wissen durch eine neue Evidenz erweitert,
die darauf hinweist, dass die aktuelle Welt zu A gehort, dann unterstiitzt das
Basis-Belief-Maf, das vorher ein Maf fiir den Glauben an X war, nun X N A.
Das Belief-Maf bel(A — X) ist der Wert fiir den Glauben an X, nachdem
das bereits bekannte Basismal m an die neue Evidenz A angepasst wurde.
bel(A — X) ist ein Maf fiir den Glauben an X, wenn man A sicher weiss.
bel(A — X)) beschreibt also den Wert, den man dem Glauben an den Default
A — X zuordnet, und bel(A — X) muss nicht gleich bel(—A Vv X) sein.

Fiir Belief- und Plausibilitatsfunktion nach der Erweiterung des Wissens

um die neue Evidenz A gilt:

Satz 8.2.3 (Konditionierungsregel von Dempster)

bel(X U ) — bel(A)

bel(4 = X) = === (8.7)
~ pl(XNA)
pl(A — X) = = (8.8)

BEWEIS: Das Beliefmaf bel(A — X)) ist ein Maf fiir den Glauben an X unter

der Voraussetzung, dass man A schon sicher weiss. Diese sichere Evidenz fiir
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A kann man durch ein MaR m, ausdriicken, fiir das gilt?:

1, fallsY = A
0, falls Y # A

mA(Y =

Das einzige fokale Element von m, ist A. Wenn man das vorhandene Basis-
mak m,; nun durch die Dempster’sche Kombinationsregel mit diesem neuen
Maifs m,4 kombiniert, dann erh&lt man:

>, mgy(D)-my(A) >, mu(D)

D, AnD=Y D, AnD=Y

me(l) = 1— > me(D)ma(4) 1 —bel(A) (8.9)
AND=0
Das Mafs bel fiir den Glauben an X unter diesem Basismaf ist dann:
> > ma(D)
bel(A - X) = Y mg(0) X GEXDADC
biCex 1 — bel(A)
S mu(D) Y mu(D)
_ 0#£ANDCX __ DgA, DCXUA
N 1—bel(4d) 1 — bel(A)
bel(X U A) — bel(A)
1 — bel(A)
Daraus ergibt sich fiir die Plausibilitét:
pl(A— X) = 1-bel(4d— X)
87 1 —bel(4) bel(AUX) — bel(A)
~ 1—bel(A) 1 — bel(4)
1 —Dbel(A) —bel(AU X) + bel(A)
B 1 — bel(A)
_ 1—bel(ANX)
11— Dbel(4)
_ pi(ANnX)
- pl(4)
O

%(vgl.[9] Theorem 3.6)
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8.3 Dempster’sche Kombinationsregel und kon-

ditionale Indifferenz

Es wird nun gezeigt, dass alle Plausibilitits- und Belieffunktionen, die man
aus simple-support-functions mit der Dempster’schen Kombinationsregel er-
hélt, konditional indifferent sind. Die Definition der konditionalen Indifferenz
fiir Wahrscheinlichkeitsfunktionen und OCFs ist in Definition 3.0.10 auf S.27

angegeben.

Man muss diese Definition zunachst auf die zu untersuchenden Plausibilitats-

und Belieffunktionen iibertragen.

8.3.1 Plausibilitatsfunktionen und konditionale Indiffe-

renz

Man kann die konditionale Indifferenz fiir Plausibilitdtsfunktionen analog zu
den Bedingungen der konditionalen Indifferenz fiir Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen und OCFs definieren, indem man fordert, dass aus o(w) = 1 folgt,
dass auch pl(w) = 1 gelten muss. Das bedeutet

Definition 8.3.1 (Konditionale Indifferenz von Plausifunktionen)
Eine Plausibilitatsfunktion pl ist konditional indifferent in bezug auf eine

Defaultmenge A genau dann, wenn plg(@&;) = plg(&2) immer dann, wenn

O'A(C:)l) = O'A(C:)Q) fir (;}1 =T (:11 e Q.

Um die Kriterien dieser Definition anwenden zu kénnen, muss man noch
festlegen, was plg(w) bedeutet. Man kann analog zu Definition 3.0.8 mit
O = {& € Q| ply (&) # 0} festlegen:
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Definition 8.3.2 (Fortsetzung von pl auf Q)
Eine Plausibilitatsfunktion pl : 2 — [0, 1] wird zu einem Homomorphismus
plg % — R* fortgesetzt durch

~ T1 Tn) R

ple (@) = plg (wi' -+ -wi™) == plg(w1)™ ... plg (wi)"™

((RT\0), -) ist eine Gruppe. Man muss die Division durch 0 zunéchst verbie-

ten.

Satz 8.3.1 (Plausibilitdtsfunktionen und konditionale Indifferenz)

Alle Plausibilititsfunktionen pl,, die aus simple-support-Funktionen mit der
Dempster’schen Kombinationsregel gebildet wurden, erfillen die Kriterien
von Definition 8.3.1 und sind damit konditional indifferent beziglich der zu-

grundeliegenden Defaultmenge A.

BEwEIS: Die kombinierte Plausibilitdtsfunktion erhilt man nach Lemma
9.2.1 aus simple-support-functions, die in Definition 8.2.2 auf Seite 72 defi-

niert wurden.
Sei plg, eine Plausibilitdtsfunktion. Dann gilt fiir alle Welten w € €2
plg(w) = H s; (8.4)
wF;
Die Evidenz F; entspricht hier dem i-ten Default F; = d; = A; — B;. Wegen

oa(@) "EY I oiw)= [[ o ] o 1)

1<isn 1<i<n 1<i<n
w':AiBi w):AiBi

und plg(w) = H s; (8.4)

1<i<n
wEA;B;

erhilt man die Plausibilitit einer Interpretation w aus der konditionalen

Struktur, indem man z.B. iiber eine Funktion Vg alle a; := 1 setzt und
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allen a; die entsprechenden s; zuweist:
Va(af) :=1und Vg(a;) = s; und Vg(1) :=1 (8.10)

Falls w mindestens einen Default d; falsifiziert, dann gilt:

Valoa@) =Val I[ o TI a)™=" I t- I =

(8.4)
= H si = plgy(w)

wEA;B;
Falls w keinen Default falsifiziert, dann gilt entweder

oaw)= [ a undpl(w) ™ Vi (oa (@)

1 (8.10)

(305 1, falls w |= - A, fiir allei = 1,.

(8.10) (8.0
= Valoa(w)) =71 ="plg(w)
Also gilt fiir alle w € Q : plg(w) = Vg (oa(w)) (8.11)

Daraus folgt
Vo € Q: Vi (0a(@)) = ply (&), denn:

Vo € Q0 = W wyn
Va(oa(@) Z Va(oa@)) - ... - oalwn)™)
Vo (oalw) - Valoa(wa))™
2 Bl () - ply(wn)™ R L (@)
Es gelte also oa(w;) = oa(ws), also Zigi;g = 1. Dann folgt aus
| _oal@) _ (@)™ aD)” - (@)™ o)™
oal@) (o) (a; > - (af) (o)
==t firallei=1,...2n (8.12)
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und damit, falls s; # 0 fiir alle t5; > 0

plg (@1) _ Vo (oa(@r)) _ R = 1 wegen (8.12)
Plo(@) — Va(oa(@)) s sk |
= ply(@1) = plg(@e)

und falls fiir ein ¢9; > 0 ein s; = 0 ist, 1 <7 < n, dann gilt
ply(@1) = sp-...os2m=0=s... s =ply (@)
= plg(@1) = plg (@)

Insgesamt folgt: falls

~

oa(@1) = oa(Ws) fiir wy =7 wy

dann gilt auch

Pl@@l) = pl@(@)

und damit erfiillen diese Plausibilitatsfunktionen die Kriterien aus Definition
8.3.1 und sind daher konditional indifferent. O

8.3.2 Belief-Funktionen und konditionale Indifferenz

Es soll nun gezeigt werden, dass auch die entsprechenden Belieffunktionen,
die man aus der Dempster’schen Kombinationsregel erhilt, die Eigenschaft
der konditionalen Indifferenz haben. Dazu muss man die Definition der kon-

ditionalen Indifferenz zunéchst auf Belief-Funktionen iibertragen.

Definition 8.3.3 (Konditionale Indifferenz von Belieffunktionen)
Sei A = {(A; — B;)} C (£ — L) eine Menge von Defaults. Eine Belieffunkti-
on belg ist indifferent in bezug auf A genau dann, wenn belg (w;) = belg(w2)

immer dann, wenn oa (@) = oa(wy) fiir w3 =1 Wy

Man muss auch hier wieder definieren, was belg(w) bedeutet. Man kann
wieder analog zu Definition 3.0.8 mit Q% := {& € Q | belg (&) # 0} festlegen:
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Definition 8.3.4 (Fortsetzung von bel auf )
Eine Belieffunktion bely, : @ — [0, 1] wird zu einem Homomorphismus belg; :
() — R* fortgesetzt durch

belg (W) = belg(wi* « - -wi™) := belg(wq)™ ... belg (wy)™

Wenn man die Belieffunktionen wie in dem BSS-Ansatz aus simple-support-

functions mit der Dempster “schen Kombinationsregel gewinnt, gilt

(Def.8.1.3)
belg(w) = = Z mg(B) = Z H m; (X))
B:ng F@ZF@Q(JJ le“.an:F@
In der Regel besteht die Schnittmenge Fi;, = X; N...N X, der fokalen Ele-
mente der m; nicht aus einer einzigen Welt w, sondern aus einer Vereinigung
von Welten, so dass man einzelnen Welten oft nur den Belief-Wert 0 zuord-

nen kann.

In dem obigen Beispiel 9.2.3 auf Seite 101 muss man allen einzelnen Welten den
Belief-Wert 0 zuordnen. Zum Beispiel geniigt die Welt w, := v A —p A f allen
drei Defaults, aber da es kein fokales Element Fy von mg mit Fyy C {w;} gibt,
gilt belg (w1) = 0. Das , kleinste” fokale Element Fy von mg, ist Fy := [-vV f]N

[FpVoulN[=pV fl=[vA-pAfIU[mvA=pA fIU[-vA=pA=f] L {wi}

In diesem Fall kann man die Belieffunktion als konditional indifferent be-
zeichnen, da der Beliefwert aller Welten unabhiingig von der konditionalen
Struktur immer gleich 0 ist: belg(w) = belg(&') = 0 immer dann, wenn

O'A((I}) = O'A(u;/)
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Man kann in dem Beispiel nur der Vereinigung aller drei Welten, die allen Defaults
geniigen und zu denen w, gehért, den Belief-Wert (1 — &1) - (1 — &q) - (1 —
e3) zuordnen. Dieser Belief-Wert entspricht dem "GlaubensmaB", dass alle drei
Defaults gleichzeitig gelten.

Um in dem obigen Beispiel einer einzelnen Welt einen Belief-Wert # 0 zuzu-
ordnen, miisste man z.B. den Fakt ,v", den man ja auch als Regel dy := T — v
ausdriicken kann, zu den Defaults hinzufiigen. Mit dieser neuen Regel hat die
Welt vy == v A—-pAf = [p1] Ap2] A lps] A [p4] den Beliefwert bel(w,) =
(1 —s1)- (1 —s82) (1 —s3)-(1—s4), und alle iibrigen Welten erhalten den
Beliefwert 0.

Wenn man den Fakt ,,p" hinzufiigen wiirde, dann miisste man z.B. die Regel
v — [ entfernen, um einer einzelnen Welt w, := p A v A —f einen positiven

Beliefwert zuordnen zu kénnen.

Satz 8.3.2 (Eindeutigkeit der Belieffunktion)
Es gibt fir alle Belieffunktionen bels hdchstens eine Welt wpe € €2 mit

bel@ (wbel) 7é 0.

BEWEIS: Die fokalen Elemente F; von mg sind partiell geschachtelt. Sei
Fie dasjenige fokale Element von mg, das keinen Default falsifiziert. Wegen
[ps] C 2 gilt

n

Foa := ﬂ [i] € [e1]N...NnQN...NJp,] fiir allei=1...n, also
i=1
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Fye C F, fiir alle fokalen Elemente F|, von mg

mit F, := ﬂ [©i] ﬂ Q;, Q;=Q,¢=1,...2"
1<i<n 1<j<n
i

Daher gilt
falls Fypey € {w;}, wegen F, O Fyeq auch F, Z {w;}

fiir alle fokalen Elemente F, und alle i, 1 <17 <n.

Wenn Fi aus einer Vereinigung von Welten besteht, also
Fbel == {wF1 U...u an}

dann gilt
wegen {wrp1 U...Uwp,} € {w;}:

belg (w;) = 0 fiir alle w; € €2

Wenn Fi nur aus einer einzigen Welt besteht, also

Foer = {wpel }

dann geniigt {wpe} = [p1] N... N [p,] allen Defaults ¢; € A, d.h.

OA (wbel) = H CL:r H 1

whelFAIAB;  whelETA;

fiir alle Defaults d; = (A; — B;) € A, und es gibt keinen Default, den wpe
falsifiziert. Fiir alle anderen Welten

wi 7 wpel gilt {w;i} N {wpa} = 0
und damit

Foel = {wbel} € {wi}

also auch

Fy Z {wi} wegen Fy 2 Fie
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KONDITIONALE INDIFFERENZ

und damit
belg(w;) =0

fiir alle w; # wper- O

Damit kann man nun zeigen:

Satz 8.3.3 (Belieffunktionen und konditionale Indifferenz)

Alle Belieffunktionen belg, die man aus simple-support-Funktionen mit der

Dempster’schen Kombinationsregel erhdlt, sind konditional indifferent.

BEwEeIs: Falls es keine einzelne Welt wpe mit belg(wpe) # 0 gibt, dann
haben alle Welten w; € 0 den Beliefwert 0. Damit haben auch alle Welten
und auch alle Juxtapositionen von Welten , die dieselbe konditinale Struktur

haben, denselben Beliefwert, namlich 0.

Falls es eine Welt wpe mit belg(wpe) 7# 0 gibt, dann ist diese Welt nach
Satz 8.3.2 eindeutig bestimmt, und fiir alle iibrigen Welten w; # wpe gilt
belg(w;) = 0. Da alle anderen Welten w; # wpe mindestens einen Default
falsifizieren, erhilt man den Beliefwert dieser Welten aus der konditionalen
Struktur, indem man den a; den Wert 0 zuweist. Damit ist dann wpe die

einzige Welt, die einen positiven Beliefwert

n

belg (whet) = H(1 )
i=1
hat. Deshalb gilt auch fiir alle
n k
Wi=wi ... Wy belg(w) = (H(l—sﬁ) #0
i=1

falls w; = wpa Vi = 1,...,k, also falls @ = wf, und bely(w) = 0 sonst.
Damit erfiillen die Belief-Funktionen das Kriterium aus Definition 8.3.3 auf
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Seite 81:

oa@) =[] &™ =oal@)

1<k<n
= belg (@) = [J(1 = )™ = bels (&)
i=1

und

bely (@) = 0 = bely (&)
sonst.

Es gilt aber im Allgemeinen nicht belg(w; Uws) = belg. (wy - ws), wie man an

dem oben angegebenen Beispiel sieht. U
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Kapitel 9

BSS-Ansatz

Der BSS-Ansatz [2| (benannt nach Benferhat, Safiotti und Smets) basiert
auf infinitesimalen Belief- und Plausibilitdtsfunktionen, die durch die Demp-
ster’sche Kombinationsregel induziert werden.

9.1 Infinitesimale Funktionen

Grundlegend fiir den Begriff der infinitesimalen Funktionen ist der Begriff
der Ordnung:
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Definition 9.1.1 (Ordnung « einer Funktion)
Sei f eine stetige Funktion von R nach R. Eine positive ganze Zahl k wird

Ordnung von f genannt, bezeichnet durch

k(f) := k genau dann, wenn lin% LZ) € R — {0}
=0

wenn ein solcher Limes existiert.!Fiir reelle Konstanten ¢ € R gilt:

0 falls ¢ #£ 0
K(c) =

=00 fallse=0

Beispiel 9.1.1 (Ordnung einer Funktion f(n))
Fiir die Ordnung x(f) der Funktion f(n) := 3n° +n° + 5n* gilt wegen

30”0’ + 5
lim

1 7 3 _ _
liny 7 = lim 37" +7° +5=5 € R — {0}

r(f) =2

Durch die Ordnung x(f) wird also allen infinitesimalen Funktionen f ein
Rang k in einem Ordnungssystem zugeordnet.

'Fiir die Funktionen f(n) = /i oder f(n) = % existiert z.B. keine Ordnung
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Definition 9.1.2 (Infinitesimale ¢)
Ein Infinitesimal ¢ ist eine reelle stetige Funktion von (dem reellen Intervall)
(0,1) nach (0,1) mit

1. lim, o e(n) = 0 und

2. Die Ordnung «(e) ist definiert

Es ist klar, dass € umso dichter an 0 ist, je grofer die Ordnung x(¢) ist. Zum
Beispiel ist die Ordnung 9 des Infinitesimals £(n) = 1° groRer als die Ordnung

2 des Infinitesimals () = n?, und 7° geht fiir n — 0 schneller gegen 0 als

.

Definition 9.1.3 (E°, E! und E)
E? ist die Menge aller Infinitesimale geméf Definition 9.1.2.
Die Menge E! wird daraufhin festgelegt durch

E'={l1-¢|e€cE%

Schlielich definiert man eine Menge E durch

E:=E'UE'U{0}u{1}

Die Infinitesimale aus E° haben also wegen Definition 9.1.2 (1) den Grenzwert
0, und die Elemente 1 —&(n) aus E! nihern sich fiir  — 0 dem Grenzwert 1.
Die Ordnung k eines beliebigen Elements (1 —¢) aus E'U{1} ist x(1—¢) =0

wegen lim, o 1_7750(’7) =1 fiir e € E° U {0}.

Um Infinitesimale miteinander zu vergleichen, verwendet man ihre Ord-

nung:

Diplomarbeit von Andrea Kunzi A. 89



KAPITEL 9. BSS-ANSATZ (}

Definition 9.1.4 (Vergleich von Infinitesimalen)

Eine infinitesimale Funktion ¢; wird als ,jinfinitesimal kleiner als” eine infini

tesimale Funktion €5 bezeichnet, notiert als
€1 <o €2

genau dann, wenn k(e1) > r(e2).

Entsprechend ist €; ,infinitesimal grofer als® e,
€1 >0 €2

genau dann, wenn k(1) < k(g2).

e1 und €5 werden als ,jinfinitesimal gleich grof”“ bezeichnet, geschrieben als

€1 o €2

genau dann, wenn x(g1) = k(eq).

Folgende niitzliche Eigenschaften erleichtern den Vergleich verschiedener In-
finitesimale (vgl. [2] (Anhang A))
Lemma 9.1.1 (e-Arithmetik)

Seien t, t’ zwei beliebige Elemente aus E. Es gilt

1. k(t+t') = min(k(t), k(t')) und firt+t <. 1 oder t(n)+1t'(n) =1 gilt
t+t €E ([2]) Lemma A2.a)
Eine Summe von Infinitesimalen oder beliebigen Elementen aus E wird
von dem Summanden mit dem kleinsten Rang dominiert.
Diese Figenschaft lisst sich dadurch begriinden, dass eine Summe sich
nur so schnell wie der infinitesimal grofste Summand dem Wert 0 nd-
hern kann, und dieser ,,grofste Summand ist derjenige mit der kleinsten

Ordnung k.

2. k(max(t,t')) = min(k(t), x(t')) und max(t,t') € E ([2] Lemma A2.D)
Das beziiglich der Ordnung k infinitesimal grifste Element aus einer
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Menge von Funktionen aus E ist dasjenige Element mit dem kleinsten
Rang.
Diese Figenschaft folgt direkt aus Definition 9.1.4: 1 >, €2 genau

dann, wenn k(g1) < k(ez)

3. k(t-t)=k(t)+ k(') und t-t' € E ([2] Lemma A2.c)
Der Rang eines Produktes von Elementen aus E ist gleich der Summe
der Range aller Faktoren.
Diese Figenschaft wird dadurch begriindet, dass die Ordnung k der In-
finitesimalrechnung von den Ezrponenten der Elemente aus E abhdngt
und dass bei der Produktbildung die FExponenten der Faktoren addiert

werden.

4. t > t' genau dann, wenn k(t) < k(t') genau dann, wenn
lim, o Y0 — o (J2] Lemma A.4b)

t(n)
t ist infinitesimal gréfer als t’ genau dann, wenn k(t) < k(t') genau
dann, wenn sich t fiir n — 0 langsamer als t” dem Grenzwert 0 néhert.

Diese Figenschaft folgt aus den Definitionen 9.1.1 und 9.1.4

5. t >o t' genau dann, wenn t' +t > t' ([2] Lemma A8.b)

t ist infinitesimal grofier als t' genau dann, wenn t' + t infinitesimal
grofer als t' ist. Die Richtung = gilt auch in der Standard-Analysis,
also z.B. fir t,t" € N oder t,t' € R. Deshalb wird diese Eigenschaft
meistens in der Richtung < verwendet, die in der Standard-Analysis
nicht gilt, wie das Beispiel 2+1>2, aber 1<2 zeigt.

Die Begrindung fiir die <=-Richtung ergibt sich daraus, dass die Ord-
nung einer Summe t+t’ nach Punkt 1 dieses Lemma von dem Sum-
manden mit dem kleinsten Rang, also von dem infinitesimal grofsten
Summanden, bestimmt wird. Wegen t' ~., t' kann dieser infinitesimal

grofite Summand nur der Summand t sein.

6. Fiir aller € RT gilt t ~, r-t, vorausgesetzt, dass r-t € E. ([2] Lemma
A8.e)
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Die Multiplikation mit beliebigen Konstanten aus R hat keinen Ein-
fluss auf den Rang einer infinitesimalen Funktion t aus E° oder auf den
Rang eines beliebigen Elements t aus E' U {0} U {1}.

Wenn lim,, o 2(7—2) € R\0 ist, dann ist auch lim,_,g T‘@Sﬁ) € R\0

7. Seien 5,8 € E. Wenn s o s und t =~ t', dann s >, t genau dann,
wenn s’ > t' ([2] Lemma A9.)
Wenn zwei Infinitesimale oder sonstige Elemente aus E infinitesimal
gleich sind, dann haben sie auch dieselbe Position in einem Ordnungs-
system beziiglich der Ordnung ,>.“
S Ry 8 und t = t' genau dann, wenn k(s) = k(s') und k(t) = k(t').
Daraus folgt mit den Eigenschaften der natirlichen Zahlen k(s) < k(t)
genau dann, wenn k(s") < k(t'), mit k(z) e NV x € {s, 5, t,t'}

8. Seien ty,....,t, € E. Dann gilt max;—1__,t; e Y iy ti ([2] Lemma
Al1)
FEine Summe von beliebigen Elementen aus E ist infinitesimal gleich
dem infinitesimal grofsten Summanden, also dem Summanden mit dem
kleinsten Rang beziiglich k.
Die Begriindung dieser Figenschaften ergibt sich aus Punkt 1 und 2
dieses Lemmas, da sowohl der Rang einer Summe als auch der Rang
des Mazximums einer Menge von dem Summanden bzw. Element mit

dem kleinsten Rang bestimmt wird.

9.2 BSS-Ansatz: Infinitesimale Belief- und Plau-

sibilitatsfunktionen

Sei A wieder eine Menge von Defaults d; mit n := |A|, und fiir allei € N, 1 <

1 < n, sei p; die materiale Entsprechung zu d;. Zunichst wird jedem Default
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PLAUSIBILITATSFUNKTIONEN

d; € A eine simple-support-function zugeordnet:
m;(Q) = ¢&;, my(p;) =1—¢; und m;(X) = 0 sonst (9.1)

Den ¢; werden in dem BSS-Ansatz entweder konstante Funktionen ¢; := 0

g; := 1 oder infinitesimale Funktionen zugeordnet, d.h. ¢, e EV:i=1,... n.

Sei A = {dy =v — f,dy =p — v,dy = p — —f} wieder die bekannte
Default-Basis aus Beispiel 2.4.1. Es sei [p;] die Menge aller Welten, die ¢; nicht

falsifizieren, z.B.

[p1] N 2] Nps] = [vV flN[-pVu]N[-pV ~f] =
{['U/\_'p/\f],[_‘U/\_\p/\f],[_‘v/\_‘p/\_‘f]}

Man ordnet dann allen Defaults eine simple-support-function m; z.B. folgender-
malen zu:

mi(—vV f) =1—¢e, my(-pVov) =1—c¢e und mg(—pV —f) =1—es.
Den einzelnen ¢; kénnen beliebige konkrete Infinitesimale zugeordnet sein wie
zB. &1(n) = n? e(n) = n® und ebenfalls e3(n) = n® mit k(s;) = 2,
k(e2) = k(e3) = 3. Es folgt nach Gleichung (9.1): m;(Q) = &1, my(Q) = &,
m3(Q) = e3 und m;(X;)=0 fiir alle X; # Q und X; # ¢;, i = 1,2,3.

Die einzelnen simple-support-functions m; werden durch die Dempster’sche

Kombinationsregel aus Definition 8.2.1 zu einer Funktion mg verkniipft.
me(F)= > []mi(xy)
X1N..NXp=F

wobei nach Gleichung (9.1) nur alle X; € {[pi], 2} zu mg(F) > 0 beitragen,
da fiir alle X; & {[p;], 2} gilt m;(X;) = 0. Die Normalisierungskonstante c,
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die man im Allgemeinen zur Normalisierung von mg bendtigt, ist in dem
BSS-Ansatz fiir konsistente Default-Basen immer gleich 1 und spielt somit
keine Rolle.?. Die X; kénnen namlich in diesem Ansatz nur die Werte X; = ()
oder X; = [p;] annehmen, wobei [¢;] die materiale Entsprechung zu dem i-
ten Default ist, und fiir konsistente Default-Basen gibt es immer eine Welt
w, die allen Defaults geniigt, und damit ist w C [p1 N ... N,] # 0.

Die fokalen Elemente von mg, sind dann fiir das obige Beispiel 9.2.1

F, Fokale Elemente F; von mg, mg (F;)
B ([rovifIn[zpvolnmpVof]) (1-e)1—e)(l—es)
F, ([fovfln[-pVvy]nQ) (1 —€1)(1 —e9)es
Fs ([rovin@nl-pv-f]) (1 —e1)ea(l —e5)
Fy ([FovflnQnQ) (1 —e1)eges
Fs Qn[-pVvoy]n[-pV-f]) e1(1 —e9)(1 — &3)
Fs (QnNn[-pVu]NQ) e1(1 — e2)es
F, QnQn[-pV-f]) e162(1 — €3)
FF nQnQ) £1€9€3

Tabelle 9.1: mg, fiir Beispiel 9.2.1

2([2] S. 11 oben)
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Man kann leicht nachrechnen, dass 3%  mg(F;) = 1 und mg(B) = 0, so
dass auch mg, ein Basismal ist.

Wegen Lemma 9.1.1 (3) gilt fir alle F;: mg(F;) € E, da alle Produk-
te t - t' von Infinitesimalen t,t' € E wieder Elemente aus E sind. Man sieht,
dass nur fiir ein einziges fokales Element, nidmlich F, gilt mg(F)) € E' wegen
me(F1) = me([~o V f]N [mp Vol N [mpV ~f])=(1-e1)(1-e)(1—e5) € B
und mg(X) € E° fiir alle X # ([-vV f] N [=pVv] N [-pV =f]). Dies ent-
spricht der Tatsache, dass man nur alle Welten, die allen vorhandenen Defaults
geniigen, fiir glaubwiirdig halt, und alle Welten, die einen Default falsifizieren,
als unglaubwiirdig einschétzt.

Der BSS-Ansatz gewinnt aus den mg Belief- und Plausibilitdtsfunktionen
durch die bekannten Definitionen: bels : 22 — [0,1] ist fiir alle A C Q
gegeben durch

bels(4) "= 37 me(B)
B:BCA

und die Plausibilitét pl : 2 — [0, 1] erhilt man aus mg durch

pl(4) "= ST me(B)
B:BNA#)
Da der BSS-Ansatz nur die Grenzwerte der Belief- und Plausibilitdtsfunktio-
nen fiir e(n) — 0 untersucht, geniigt es, die Belief- und Plausibilitatsfunk-
tionen auf die entsprechenden Infinitesimale abzubilden, also ist belg. fiir
A C Q gegeben durch

Definition 9.2.1 (Infinitesimale Belieffunktion)

belg. : 2 > E, bels.(A) oo Y mg(B)

B:BCA
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und fiir die Plausibilitit pl,, : 22 — E gilt

Definition 9.2.2 (Infinitesimale Plausibilitdtsfunktion)

ply. 1 27 = E, plg.(A) ~o Z mg (B)

B:BNA#()

wobei ,,~.“ das Verhalten der Belief- und Plausibilitdtsfunktionen fiir &;(), o
beschreibt.

Im BSS-Ansatz werden den einzelnen ¢; und damit auch den einzelnen
simple-support-Funktionen m;(d;) = 1 — ¢; keine konkreten Werte aus dem
Intervall [0, 1], sondern infinitesimale Funktionen ¢;(n) € E zugeordnet, wo-
bei diese einzelnen infinitesimalen Funktionen und damit auch alle m; wie-
derum von einem 7 abhingen. Damit hingen natiirlich auch die aus den
m; gebildeten Funktionen mg und die aus diesen mg gebildeten Belief- und
Plausibilitdtsfunktionen von 7 ab. Streng genommen miisste man deshalb
das 1 immer zusétzlich angeben und z.B. in Definition 9.2.2 pl..(A4)(n) ~u
> B.naxzo Ma(B)(n) schreiben. Der Einfachheit halber wird die Angabe von
n im folgenden Text weggelassen, wenn klar ist, dass es sich um infinitesimale
Funktionen handelt. Im folgenden Text sollen nicht-infinitesimale Belief-bzw.
Plausibilitatsfunktionen durch belg bzw. pl, und ininitesimale Belief-bzw.

Plausibilitatsfunktionen durch belg. bzw. pl,. bezeichnet werden.

Die Folgerungsrelation des BSS-Ansatzes ist schlieklich gegeben durch die
folgende Definition:
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Definition 9.2.3 (Folgerungsrelation des BSS-Ansatzes)
Sei belg,. eine infinitesimale Belieffunktion, und sei A — B eine Default-
Regel. Es gilt

belge = A — B

auch geschrieben als
Ao B

genau dann, wenn
Ple. (AN B) > plg. (AN D)

(vgl.|2] Definition 4)

Die Plausibilitét einer Formel A kann man laut [2] Lemma 3 aus der Summe
oder dem Maximum der Plausibilititen aller Welten w berechnen, die die

Formel verifizieren:

Satz 9.2.1 (plg,., Summe und Maximum)
Fiir alle A C Q gilt

1 pl@s(A) oo Zwe[A] pl@z—:(w)

2. Ply.(A) Roo maxyepa{plg. (W)}

BEWEIS: ® Laut Definition der Plausibilitit gilt

Y oblec@) =D > me(Y)= Y ky-mg(Y)
we[A

wel4] ] YiweY; YinA£0

ky, bezeichnet die Anzahl der Welten, die Y; und A verifizieren, also

ky, = [Yin Al

3vgl.[2] Lemma 3
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Wegen mg(Y;) € E (Bemerkung nach Satz 8.2.1) fiir alle A; € Q gilt
ky, - mg(V;) Roo Mg (Vi)

nach Lemma 9.1.1 (6), und deshalb gilt

> ple(@) mee Y me(Y)

w€e[A] Y;NA#D

und die rechte Seite dieser Formel ist genau die Definition von pl. (A) und
beweist damit Teil 1 des Satzes.
Teil 2 des Satzes erhilt man aus Teil 1 direkt mit Lemma 9.1.1 (8). O

In [2] wird in Lemma 4 gezeigt, dass die Definition 9.2.3 dquivalent zu
der Forderung lim,_,o(belg.(4; — B;)) = 1 ist:

Satz 9.2.2 (Zusammenhang zwischen Belief und Plausibilitét)

belg. = a — (3, also plg. (v A B) >o Plg. (v A 2f3)

genau dann, wenn
lim belg. (o — () =1

n—0

BEWEIS: 4 =—:
Es gilt

(Satz 8.1.1)

belg.(a — ) 1 —plg. (o — )

belg.(« — () ist das Beliefmaf, das man [ zuordnet unter der Bedin-
gung, dass man « sicher weiss. pl. (o — =) ist der Plausibilitdtswert, den

man —f zuordnet unter der Voraussetzung, dass man « sicher weiss. Wegen

“vgl. [2] Lemma 4
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PLAUSIBILITATSFUNKTIONEN

beloo(8) =" 1 pl_(8) gilt bele.(a — 8) = 1 — ply.(a — =), also
88) . Plp. (@A =p)
belge(a — B) =1—-pl (o —» F) = 1 - ——-+
S5} ( ) p (&) ( ﬁ) PI@E(OZ)
Wegen
pl@s(a) 2 pl@s(a A ﬁ)
gilt
pl@s(a A ﬁﬁ) < pl@s(a A ﬁﬁ)
pl@s(a) - p1@5<a A ﬂ)
Wegen
ple. (@ A B) > Dl (0 A =5) (Def.9.2.3)
gilt

. pl@s(a A _‘ﬁ) _

und damit auch

1@5(04 A ﬁﬁ) pl@a(a A _'6)

. Db .
lim =& """ "/ ey e P
0 plo(0) 0 pla(a A )
Also folgt
] -
lim bel,. (o — ) = lim (1 _ W) ,
i 70 plg. (@)
<—: Es gelte
lim belg. (o — §) = 1
n—0
Dann folgt
im (1~ 68 oy (1 - Plee(@ A0y _
limy (1—plla — -8)) ‘= lim (1 oL () —1
und deshalb | N
i Plesl@A=0)

n—0 Pl@a (O./)
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Das bedeutet
ple. (@) > Pl (o A —3) (Lemma 9.1.1(4)) (9.2)

Wegen

Def.9.2.2
Plec(a) Ree > mg(C)

C:CN[a]#£0
Rioo Z mg (C) + Z mg (C)
C:CN[=BAa)#£D C:CN[BAa)#D

(wenn ein fokales Element C sowohl [« A f3]

als auch [a A =] schneidet, dann hat dies

wegen plg:(C) oo Plg (C) + plg.(C) (Lemma9.1.1)
keinen Einfluss auf die infinitesimale Plausibilitét)

Roo Ploc (0 A =) + Pl (o A B)
gilt
Pl@e(@) ~oo pl@s(a A _'ﬁ) + pl@s(a N ﬁ)
und daraus und aus (9.2) folgt mit Lemma 9.1.1(7)

Ple.(a A =3) +ple(a A B) >o Plg(a A =)

und mit Lemma 9.1.1 (5) ergibt sich

Plg. (@ A ) >o0 Plg(a A =)

Aus der obigen Tabelle auf Seite 95 entnimmt man, dass [p A f] die fokalen
Elemente von mg, Fy, Fy, Fi und Fy aus der Tabelle schneidet, also pl.,. (pA f) =
ZFm[p/\f#@ mg(F) = (1—e1)(1—e2)es+(1—e1)ereste1(1—e3)ezte16963 = €3.
Fiir [p N\ —f] erhdlt man, da [p A —f] alle fokalen Elemente aus der Tabelle
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F; bis Fy einschlieBlich schneidet, plo.(p A —f) = (1 —e1)e2(l —e3) + (1 —
£1)ezes + 1(1 — 2)(1 — e3) + e1(1 — e9)eg + e162(1 — e3) + e1(1 — e9)ez =
(1 —e1)eg + e1(1 — e9) + €162 = &1 + €2 — £169. Wenn man wie im vorherigen
Beispiel £1(n) = n?, ea(n) = n° = e3(n) gewdhlt hat, dann gilt x(e3) = 3 und
k(€1 + €2 — €182) = 2. Daraus folgt wegen r(plg.(p A f)) > k(ple.(p A —f)):
Ple. (PAS) <oo Plge(pA—f), und deshalb gilt in diesem Modellbels,. = p — —f.

In [2] wird ausserdem gezeigt:

Satz 9.2.3 (J~g, und Maximum von plg,)
Es gilt belg. = A; — B; genau dann, wenn

1 > |
nax Ploc (w) Jmax  Plae (w)

([2] Lemma 4 und (10))

BeEwEIs: Diese Eigenschaft folgt direkt aus Satz 9.2.1 und Definition 9.2.3.
O

In dem BSS-Ansatz wird in [2] Lemma 9 die Berechnungsgrundlage fiir
die Plausibilitdt von Welten gezeigt:

Lemma 9.2.1 (Berechnung von plg,)
Sei belg. eine Belieffunktion. Dann gilt fiir alle Welten w € 2

pl@g(”) oo H €d (9.3)

Lemma 9.2.1 wird in [2]| direkt bewiesen, man kann das Lemma aber auch

aus der nicht-infinitesimalen Plausibilitdt mit Satz 8.2.2 herleiten, denn aus

pl@s(w) = H Sd

whEpq

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a‘ 101



KAPITEL 9. BSS-ANSATZ 6

folgt, wenn man fiir die s; die infinitesimalen Funktionen ¢, einsetzt:

9.3 BSS-Ansatz und konditional indifferente OCFs

Es soll in diesem Abschnitt zunéchst gezeigt werden, dass man alle Logiken,
die man aus dem BSS-Ansatz erhilt, auch durch konditional indifferente
OCFs ausdriicken kann.

Satz 9.3.1 (BSS-Ansatz und OCFs)

Zu jeder infinitestmalen Plausibilitdtsfunktion pl,, des BSS-Ansatzes, die
man aus simple-support-functions mit der Dempster “schen Kombinations-
regel nach Definition 9.2.2 erhdlt, gibt es eine konditional indifferente OCF

Ko mit kg, = K(g;)-

Die konditionale Indifferenz von OCFs kann man laut Definition 3.0.11 {iber-
priifen durch folgende Bedingung: Eine (endliche) OCF ist indifferent in be-
zug auf eine Menge von Defaults A = {(A; — By),...,(A, — B,)} genau
dann, wenn es rationale Zahlen ko, k], x; € Q,1 < i < n gibt, so dass fiir
alle w € Q gilt:

K(w) = Ko + Z ki + Z K;

1<ign 1<ign

Laut Lemma 9.2.1, S.101, gilt fiir alle w € ) und fiir alle Plausibilitéts-

funktionen, die man mit der Dempster “schen Kombinationsregel erhélt:

pl@e(w) Roo H €

wiEpi
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OCFS

Nach Lemma 9.1.1 folgt
(0l (@) = n( I €)= 3 #(=) (9.4
wlEe; wiEe;

Ausserdem gilt x(plg.(w)) = k(1) =0, falls w = ¢; Vi,1 < i < n. Setzt man
also

Rgi *= H(é‘z’)

und

Ke (w) = H(pl@s (w))>

dann erhalt man

Ko(w) = Z Rei = Z Kgi-

wiEpi 1<isn
Damit ist kg konditional indifferent in bezug auf A, wenn man kq := 0,
+ . -
k; = 0und k; = Kg, setzt.

Satz 9.3.2 (Folgerungsrelation von kg)

Fiir alle OCFs kg, die man aus den plg, bzw. den dazu passenden belg,
nach der oben genannten Methode erhdlt, gilt kg = A — B genau dann,
wenn belg. = A — B.

BEwEIS: Laut Satz 9.2.3 gilt:

bele. = A — B genau dann, wenn wrﬁffg Ple. (W) > max ple. (w)

fiir alle belg. € belg(A).
Es gilt

max Plg. (W) >o max Ple. (w)

Diplomarbeit von Andrea Kunzi a. 103



KAPITEL 9. BSS-ANSATZ 6

genau dann, wenn

m(wr'ilg/}\cB ple. (w)) < /i(w'irﬂprl@g( w)) (mit Lemma 9.1.1(4))

genau dann, wenn

w)inj?B k(plg.(w)) < w':r%i/\rLB K(plg.(w)) (mit Lemma 9.1.1(2))

genau dann, wenn

min Z Kg; < min Z Ka; (wegen (9.4))

W):AB 1<i<n ':AB 1<i<n
genau dann, wenn
H@(AB) < H@(AE)
also belg. = A — B genau dann, wenn kg = A — B O

In [1] Definition 2 werden alle OCFs, die eine Menge A von Defaults
reprasentieren und die konditional indifferent in bezug auf diese Menge A

sind, als c-Reprisentationen bezeichnet.

Satz 9.3.3 (BSS-Ansatz und c-Reprisentationen)
Zu jeder Belieffunktion belg. des BSS-Ansatzes gibt es eine c-Reprasentation
Ka mat

belg. = A — B genau dann, wenn kg = A — B

Diese c-Reprasentationen erfillen die Bedingung (12) aus [1] und sind daher

eine Variante des generalisierten System-Z*, fir das gilt®:

K; >wgn3 Z K; — min Z K; (9.5)

itj wEAB; T
w':AiBi UJ'ZAZ'BZ'
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BEWEIS: Aus

min E Ky < min E Kesg
wEA; B; @i o

wEA;B;

1<i<n Joagikn
folgt
(=) : (=)
K > min fi - min K
I w):A i ABj Z ®Z w|=Aj/\ﬂBj ; &
i#]
w|:A B; wEA;B;
und damit die Behauptung. OJ

9.4 BSS-Ansatz und konditionale Indifferenz

Um nachzuweisen, dass die Belief- und Plausibilitatsfunktionen des BSS-
Ansatzes konditional indifferent beziiglich der zugrundeliegenden Default-
menge A sind, kann man eine abgeschwichte Form der konditionalen Indiffe-
renz definieren. In dieser Definition diirfen in den verallgemeinerten Welten
von Definition 3.0.6 nur nicht-negative Exponenten vorkommen, so dass die @
eine Halbgruppe bilden. Damit wird der wesentliche Aspekt der konditiona-
len Indifferenz eingefangen, ohne dass eine Gruppenstruktur mit der Existenz
von Inversen im Wertebereich notwendig ist. Die Fortsetzung von pl,, auf Q

wird folgendermafen definiert:

Definition 9.4.1 (Fortsetzung von plg, auf Q)
Eine infinitesimale Plausibilitatsfunktion pl,, : 2 — E wird zu einem Homo-

morphismus pl;, : O S E fortgesetzt durch

r

pl@a<@) ~oo pl@e( T wrn> Roo pl@fs(wl)m o pl@a (wk)rk

®[1] Bedingung 12
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Die Definition der konditionalen Indifferenz fiir infinitesimale Plausibilitats-

funktionen lautet:

Definition 9.4.2 (Konditionale Indifferenz v.BSS-Plausifunktionen)
Eine Plausibilitdtsfunktion pl,, ist konditional indifferent in bezug auf eine

Defaultmenge A genau dann, wenn plg, (@) Roo plg.(W2) immer dann, wenn

O'A((.:h) = O—A(CDQ) fiir (,(Ajl =T (Ijl € Q

Da laut Lemma 9.3 gilt

Ple. (W) o [] &
whEp;
kann man den Beweis fiir die konditionale Indifferenz der finitesimalen Funk-
tionen von Satz 8.3.1 in diesem Rahmenwerk in Analogie zum endlichen
Bereich direkt auf die infinitesimalen Funktionen des BSS-Ansatzes iibertra-
gen, indem man fiir alle s; die infinitesimalen Funktionen ¢; einsetzt und alle
Gleichheitszeichen durch =, ersetzt. Analog zu Satz 8.3.3 kann man die kon-
ditionale Indifferenz der infinitesimalen Belief-Funktionen des BSS-Ansatzes

zeigen.

Wenn man die komplette konditionale Indifferenz der Funktionen des
BSS-Ansatzes zeigen mochte, d.h. wenn in den verallgemeinerten Welten w
auch negative Exponenten vorkommen diirfen, dann muss man zunéchst eine

Gruppe E bilden, zu der man die Inversen aller Elemente aus [E hinzunimmt:

Definition 9.4.3 ([)
E:=E\0U{!|c€E}U{{ |1—e€E'} ist die Menge E\0, ergéinzt um
die Inversen aller Elemente aus E\0.

Wegen lim, _oe(n) = 0 fiir alle ¢ € E° gilt lim, g ﬁ = oo Ve € E°. Die
Ordnung fiir die Inversen der Elemente aus E wird in Analogie zu Definition

9.1.1 auf Z fortgesetzt:
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Definition 9.4.4 (Negative Ordnung der Elemente aus IEZ)
Eine negative ganze Zahl k wird Ordnung von f genannt, bezeichnet durch

k(f) = k genau dann, wenn lim LZ) € R - {0}

n—0 n

wenn ein solcher Limes existiert.

1

Aus lim;, o < 10 ¢ R — {0} folgt lim, o & o = limy o f( 7 € R—{0}, d.h. aus
k(f) =k folgt /i( ) = —k, so dass die Ordnung aller Inversen der Elemente

f aus E das Negative der Ordnung von f{ ist.
Die Verkniipfung in dieser Gruppe [ wird als Multiplikation der Funktio-

nen aus [E definiert.

Falls /<a(f1) = a und k(fy) = b gilt, dann folgt n(%) = a — b wegen

lim,, g f”’ e R —{0}.

Die Elemente aus [ bilden eine multiplikative Gruppe mit neutralem Ele-

ment 1, und die Ordnungen «(f) der Elemente f aus E bilden als Fortsetzung
der kg aus Abschnitt 9.3 die additive Gruppe (Z, +) mit neutralem Element
0.

Die Definition 9.1.4 fiir den Vergleich von Infinitesimalen wird fiir die
Gruppe [ identisch iibernommen, und die Definitionen 9.4.2 und 9.4.1 gel-
ten hier genauso wie bei der obigen abgeschwichten Form der konditionalen
Indifferenz. Der einzige Unterschied zu dieser abgeschwichten Form ist, dass
nun fiir die @ auch negative Exponenten zugelassen werden, so dass Q) nun
eine Gruppe bildet. Der Beweis fiir die Belief- und Plausibilitdatsfunktionen,
die man aus diesem Ansatz erhilt, erfolgt wieder in Analogie zum endlichen
Bereich, indem man alle s; durch &; und alle Gleichheitszeichen durch =~

ersetzt.
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Kapitel 10

LCD

10.1 Einfiihrung in LCD

LCD ist eine Logik, die auf der Dempster’schen Kombinationsregel und den
infinitesimalen Belief- bzw. den entsprechenden Plausibilitatsfunktionen des
BSS-Ansatzes basiert und folgende Zusatzbedingungen an die Plausibilitéts-
funktionen stellt:

1. Das Autodeduktions-Prinzip muss erfiillt sein. Das bedeutet, dass alle

Defaults ableitbar sein miissen.

2. Das least-commitment-Prinzip, das in Definition 10.3.3 angegeben wird,

muss erfiillt sein.

LCD steht fiir ,least commitment® und ,,Dempster”. Least-commitment be-
deutet ,,geringste Festlegung®. Eine Logik, die dem least-commitment-Prinzip
entspricht, ist durch die vorhandenen Defaults nur insoweit festgelegt, dass
alle Defaults ableitbar sind, und leitet nur solche Schlussfolgerungen ab, die
durch die Defaultbasis definitiv festgelegt sind, d.h. es wird nur die Informa-

tion verwendet, die sicher gewusst wird.
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Laut Gleichung (9.1) wird in dem BSS-Ansatz jedem Default d; € A eine
simple-support-Funktion m; mit m;(Q2) = ¢;, m;(;) =1 —¢&; und m;(X) =0
fiir alle X # Q und X # ¢; zugeordnet, wobei ¢; € E gilt. Diese simple-
support-Funktionen m; werden durch die Dempster’sche Kombinationsregel
zu einem Basismaf mg kombiniert. Wenn die Menge £ := {ey,...,¢,}, die
der Menge A := {di,...,d,} zugeordnet wurde, dem least-commitment-
Prinzip entspricht, dann sollte diese Menge £ ,so frei wie moglich® beziiglich
der Ordnung <., gewihlt werden.! Das bedeutet, dass die Elemente aus &
unter Erhaltung des Autodeduktions-Prinzips ,s0 groft wie moglich gewahlt

werden miissen.?

Da in dieser Arbeit gezeigt werden soll, dass c-Reprasentationen auch eine
Basis-Semantik fiir LCD liefern, werden die Bedingungen des BSS-Ansatzes
fiir LCD immer gleich auf die entsprechenden konditional indifferenten OCFs

iibertragen.

10.2 Autodeduktions-Prinzip

Das Autodeduktions-Prinzip? bedeutet fiir die BSS-Plausibilititsfunktionen,
dass fiir alle Defaults d := o — (3 die folgende Bedingung erfiillt ist:

Cy: max €i >oo max €
wkEanf wEan-8
wiEpi wpi

Diese Bedingungen des Autodeduktions-Prinzips fiir alle Defaults d € A
werden im folgenden in der Menge Ca := {Cy | d € A} zusammengefasst.

Laut Satz 9.3.1 gewinnt man aus den Belief-Funktionen des BSS-Ansatzes
entsprechende c-Représentationen durch rg; := k(e;). Wenn man das Auto-

deduktions-Prinzip auf eine konditional indifferente OCF mit x; := k(g;)

'vgl.[2] S.26
Zvgl.[2]S.27
3vgl.[2] Abschnitt 6.1
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ibertragt, dann erhélt man fiir alle Defaults d; = A; — B; € A die Unglei-
chung (9.5):

C;:k; > min K, — min Ky
7 wi=A;B; Z ’ wEA;B; Z ’
i#Ej i#j
w':AlBl w):AIBZ
Das Autodeduktions-Prinzip wird auch von allen oben vorgestellten Lo-
giken erfiillt, wenn es in diesen Logiken Modelle bzw. entsprechende c-Re-
prisentationen fiir A gibt.

Wenn man wieder die Regeln d; = v — f, dy = p — v und d3 = p — —f
hat, dann miissen wegen des Autodeduktions-Prinzips (Gleichung 9.5) fiir die r;
folgende Bedingungen gelten:
Bedingung 1:
O 2 TR 2
=23 =23

wiA; B wi=A; B;
Da die Welt v A f A —p allen drei Defaults geniigt und die Welt v A —f A —p die
Bedingung v A\ —f verifiziert und keinen anderen Default dy oder ds falsifiziert,
folgt k7 > 0—0.

/€2 > min E Kij —  min E /ﬁ?j
i=1,3

wEpAv wEpA—v
i=1,3_ 3
w':AJBJ wliAJBJ

Bedingung 2:

Eine Welt, die p N\ v verifiziert, muss die Variable f entweder mit T oder mit
L belegen, und falsifiziert damit entweder ds oder dy. Die Welt —v A p N\ —f
verifiziert die Bedingung p N\ —w und falsifiziert keinen der Defaults d, oder ds.
Daraus folgt x5 > min{r;, k3 } — 0
Bedingung 3:
Kz > min K; — min K;
3 wEpA-f Z T wEpAf Z J
j=1,2_ j=12
wE=A;Bj wE=A;Bj
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Fiir k5 erhalt man analog: k5 > min{x; , k5 }.

Diese Bedingungen erfiillen z.B. die Wertzuweisungen k| := 3, k; := 5 und
Ky = T oder auch k; =1, ky = 2 und k5 = 2. Die Werte der einzelnen
k; sind also durch das Autodeduktionsprinzip noch nicht genau festgelegt, aber
es miissen gewisse Bedingungen an die Ordnung der Defaults erfiillt sein. Z.B.
kann k| nicht groBer als k; oder k5 sein, da sonst die Ungleichungen x5 >

min{xy, k3 } und k3 > min{k |, k5 } nicht gleichzeitig erfiillbar waren.

Um die Parallelen von LCD-Belief-Funktionen und konditionalen OCFs zu
veranschaulichen, wird jetzt ein Beispiel aus [2| zitiert und auf OCFs iiber-

tragen.?

Angenommen, die Sprache L besteht aus den Symbolen p (Pinguin), ft (gefie-
dertes Tier), v (Vogel) und f (Fliegt), also L = {p, ft,v, f}. Die Default-Regeln
seien

d = p— ftVw
dy = ft—ow
dz = v— ft
dy = p— —fund
ds = v— f

Aus Gleichung 9.5 ergibt sich:

k] > min{ks + K5, K3 + Ky, Ky, Ky + Ky, Ky, Ky}
—min{0, k, }

Ky > min{ky, ks ,0} —min{0, x, }

“vgl.[2] Beispiel 3
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Ky > min{k,,k;,0} —min{k;,0,K;}
kg > min{ky, Ky + K5, Ky, K5 }
—min{k], K3, Ky,0}

/ig > min{’%gu 07 H; + K/Z7 K:Z} - min{ﬁi; 0}

Diese Ungleichungen kann man vereinfachen zu

k] > min{k,,k;, K5 } (10.1)
kg > 0
kg > 0
Ky > min{ky, Ky, ks } (10.2)
kg > 0

Es gibt viele verschiedene Lésungen dieser Ungleichungen, z.B.

Ky :={k] =4,k; :=1,k3 :=1,k; :=2,k5 := 3}

oder auch

Ky :={Kk] :=2,Kky :=1,k3 =1,k =2 k5 :=1}

Wenn man jetzt die Frage stellt, ob Pinguine, die Federtiere und Végel sind,
fliegen kénnen, ergeben sich zunichst z.B. aus Gleichung 3.3 die Gleichungen
KA ftAUNf) =Ky und k(pA ft A\v A—=f) = k5. Aus den Wertzuweisungen
von K ergibt sich k; < k5, und in K, gilt k; > k5. Aus K, wiirde man
daher folgern, dass Pinguine, die gefiederte Tiere und Végel sind, fliegen kénnen,
und aus K, folgert man das Gegenteil, namlich dass diese Pinguine nicht fliegen
kénnen.

Da die Schlussfolgerung ,Pinguine kénnen fliegen* aus K nicht wiinschens-

wert ist, sieht man anhand dieses Beispiels, dass das Autodeduktions-Prinzip
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allein noch nicht ausreicht, um zufriedenstellende Schlussfolgerungen zu zie-

hen.

10.3 Least-commitment-Prinzip

In 2] wird deshalb das ,least commitment-Prinzip“ eingefiihrt, das eine ge-
gebene Default-Basis in verschiedene Ordnungs-Klassen aufteilt. Wenn die
infinitesimalen ¢; € £ unter Einhaltung des Autodeduktions-Prinzips so grof
wie moglich gewéhlt werden, dann ergibt sich aus Lemma 9.1.1(2), dass die
entsprechenden k; = k(g;) unter den entsprechenden Bedingungen so klein

wie moglich sein miissen.

Als Grundlage des Least-commitment-Prinzips wird zunéchst jedem De-
fault d; € A eine Variable (; zugeordnet. Diese (; werden in [2] ,Proto-
Infinitesimale genannt, da ihnen spéter infinitesimale Funktionen zugeordnet
werden. Sei Z = {(3, ..., (,} eine solche Menge von Proto-Infinitesimalen, die
der gegebenen Default-Menge A = {d, ..., d,} entspricht. Eine Interpretati-
on 7 ist eine Abbildung der Proto-Infinitesimale auf konkrete Infinitesimale.
Sei also ¢; := Z((;) die infinitesimale Funktion, die Z dem Proto-Infinitesimal
¢; zuordnet, und Z(Z) sei die Menge & = {ey,...,&,} mit g; = Z({;) € E°
fiir alle ¢; € Z.

Definition 10.3.1 (e-Stratifikation®)

Sei Z = {(,...,(,} eine Menge von Proto-Infinitesimalen. Eine e-
Stratifikation ist definiert als Partition &, ..., &, von Z (Partition bedeutet
SoU...U&, = Z, Vi # 3,6NE =0 und Vi, & # 0). Eine Interpretation Z(Z2)
erfiillt eine e-Stratifikation & = {&, ..., &} von Z, geschrieben als

S

wenn fiir alle (;, (; € Z mit (; € & und (; € &, aus i<j folgt: Z((;) >o0 Z((;)-
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Wenn man die obige Definition auf konditional indifferente OCFs iibertrigt,
dann folgt aus Z((;) > Z((;): K(Z(G)) < K(Z((;)). Das bedeutet, dass
die Infinitesimale in einer e-Stratifikation absteigend und die entsprechenden

Ordnungen der Infinitesimale aufsteigend angeordnet sind.

Da LCD-Funktionen das Autodeduktions-Prinzip erfiillen sollen, wird
jetzt die Verbindung von e-Stratifikationen und diesem Prinzip festgelegt:

Definition 10.3.2 (e-Stratifikation und Autodeduktion®)
Sei Z = (y,...,(, eine Menge von Proto-Infinitesimalen. Eine Interpretation
Z(Z) erfiillt eine Menge von Bedingungen Ca, geschrieben

Tk Ca

genau dann, wenn alle Bedingungen C; € Ca in Z wahr sind.

Eine e-Stratifikation & von Z erfiillt Ca, wenn jede Interpretation Z, die &
erfiillt, auch Cz erfiillt. Eine e-Stratifikation £ von Z ist kompatibel mit Chx,
wenn es eine Interpretation gibt, die & und Cz erfiillt.

Eine least-commited-e-Stratifikation wird in in [2] folgendermafen defi-

niert:

Svgl.[2] Definition 10
bvgl.[2] Def.11
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Definition 10.3.3 (Least-commitment-Prinzip)

(|2] Definition 12) Sei Z = {(i, ..., (,} eine Menge von Proto-Infinitesimalen,
und seien £ = {&,...,&n} und & = {&,..., &, } zwei e-Stratifikationen von
Z. & ist

,weniger bestimmt“ (less commited)

als £ genau dann, wenn fiir alle (; € Z aus (; € §; und ¢; € ¢, folgt: j < k.
¢ ist

,strikt weniger bestimmt*

als ¢, wenn £ weniger bestimmt als £ ist und mindestens eine der obigen
Ungleichungen ;7 < k echt ist, also 7 < k. Wenn P eine Familie von e-

Stratifikationen von Z ist, dann wird ein Element &;. aus P als
»am wenigsten bestimmt“ (least commited)

in P bezeichnet, wenn es in P kein £’ # &, gibt, das ,strikt weniger bestimmt

als &, ist.

Das Least-commitment-Prinzip minimiert also die Anzahl der Teil-Klassen
&; einer e-Stratifikation £ und ordnet so viele Proto-Infinitesimale wie mog-
lich den Teil-Klassen &; mit niedrigem Index i zu. Da die Interpretationen der
Proto-Infinitesimale mit niedrigem Index infinitesimal grofer als die Interpre-
tationen der Proto-Infinitesimale mit h6herem Index und die entsprechenden
Ordnungen der Interpretationen mit niedrigem Index kleiner als die Ordnun-
gen der Interpretationen von Proto-Infinitesimalen mit hoherem Index sind,
entspricht das Least-commitment-Prinzip einer Auswahl von Interpretatio-
nen, in denen die Infinitesimale ,so grof wie moglich“ und ihre Ordnungen

damit ,so klein wie moglich® sind.

Die Menge aller LCD-Belieffunktion Belj.4(A) ist definiert als die Menge
aller infinitesimalen Belieffunktionen des BSS-Ansatzes, die aus einer Menge

von Infinitesimalen aufgebaut werden konnen, die kompatibel mit allen Be-
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dingungen C'a des Autodeduktions-Prinzips sind und die ,least-commited*

sind, die also eine ,Jleast-commited“-Stratifikation bilden.”

Die LCD-Folgerungsrelation, die durch |, , notiert wird, ist definiert
durch afv, 0 genau dann, wenn fiir alle bel. € Bel;.q(A) gilt bel. = a — (.8

Nach Satz 9.3.3 gibt es zu jeder derartigen LCD-Belieffunktion eine c-
Représentation kg mit bel,.q F A; — B; genau dann, wenn kg = A; —
B;. Als Folge von Satz 9.3.3 bedeutet die Definition 10.3.3 fiir OCFs: Das
least-commitment-Prinzip teilt alle x; unter Erhaltung des Autodeduktions-
Prinzips der kleinstmoglichen Teilklasse einer Stratifikation zu. Die x; selbst
miissen aber nicht minimal sein, wie man an Beispiel 10.4.1 sehen wird. Aus-
serdem miissen zwei Werte x;, k; € &, die zu derselben Teilklasse & der
Stratifikation gehdren, nicht gleichgesetzt werden, so dass man aus x; € &
und x; € &, nicht k; = k; ableiten kann.

In dem obigen Beispiel 10.2.2 gilt

5 = £1U£QU§3U£4:{H;,K;},{HZ},{Hg},{KJ;}
undf' = €1U§£:{H2_7’€3Ta“5_}7{/{;7/€2}

Alle r; werden in &' in niedrigere Klassen eingeteilt als in &, z.B. gilt fiir
Ky € & und k| € &, 4>2, und daher ist £’ weniger bestimmt als . Das least-
commitment-Prinzip und das Autodeduktions-Prinzip machen aber keine Aussa-
gen liber das Verhiltnis der Defaults in einer Klasse, z.B. kann fiir {k; , k3 } € &}
gelten:

Ky > K3, Ky = Kg oder ny < K3

Aus den gebenen Defaults lassen sich keine Aussagen dariiber ableiten, ob der
Default dy = ft — v eine gréBere, kleinere oder gleich grole Prioritdt wie der

Tvgl.[2] S.32
8vgl.[2] Abschnitt 6.3
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Default d3 = v — ft hat. Auch iiber Summen der k; einer Klasse kann man
keine Aussagen machen. Es kann z.B. fiir {r; , k3 } € & und k; € &, gelten:

Ky + Ky < Ky, Ky +Kg > Ky oder Ky + Ky = Ky

Man kann nur Aussagen liber Elemente verschiedener Teilklassen ableiten. Z.B.
sind alle Elemente aus &} kleiner als alle Elemente aus &,. Damit lasst sich auch
fir k5 € & und {Kk1, Ky} € &, ableiten, dass auch k; < k; + k| gelten muss.
Es ldsst sich beweisen, dass ¢ = & U &, = {ky, ks, K5}, {Ky, Ky } die Stra-
tifikation ist, die von allen Partitionen, in die sich & aufteilen lisst und die das
Autodeduktions-Prinzip beziiglich der gegebenen Defaults erfiillen, die am wenig-
sten bestimmte ist. Wenn es eine Stratifikation gibe, die noch weniger festgelegt
bzw. bestimmt als £’ ist, dann miisste in dieser Stratifikation k| oder k; zu einer
kleineren als der zweiten Teilklasse &}, d.h. zu der ersten Teilklasse &, gehdren.
Mit dieser Stratifikation wére aber das Autodeduktions-Prinzip verletzt, da eine
der beiden Ungleichungen (10.1) oder (10.2) aus dieser Klassenaufteilung nicht
mehr abgeleitet werden kann.

Aus dieser least-commited-Stratifikation schliekt man wegen r; < k; wie
gewiinscht, dass Pinguine, die gefiederte Tiere und Végel sind, nicht fliegen kén-

nen.

10.4 LCD und konditionale Indifferenz

An dem vorhergehenden Beispiel sieht man, dass LCD-Belief-Funktionen

durch konditional indifferente OCFs beschrieben werden konnen.
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Satz 10.4.1 (LCD und konditionale Indifferenz)
Zu allen infinitesimalen LCD-Belief-Funktionen des BSS-Ansatzes gibt es ei-

ne c-Reprasentation kj.q mit

bel,.s = o — [ genau dann, wenn ;g = a —

BeEwEIs: Da LCD-Funktionen aus Belief-Funktionen und der Dempster’schen
Kombinationsregel abgeleitet wurden, ergibt sich die Darstellbarkeit der LCD-
Logik durch c-Représentationen aus Satz 9.3.3. Die c-Reprasentation k.4 zu
einer LCD-Belief-Funktion bel;.4 erhélt man durch «; := k(g;). Es folgt ana-
log zu Satz 9.3.2

bel;.q F a— 3

genau dann, wenn

max pl,,(w) >o max pl;4(w)

wEanf wEan-8
genau dann, wenn
max i 200 INax Ei
wkEanp wEan-8
wiEpi wpi
genau dann, wenn
min g k; < min Ky
wkEans wEan-f
wiEp; wiEp;
genau dann, wenn
Kied = — 3

O

Es ist jedoch zu beachten, dass LCD keine vollstindige Ordnung auf 2
induziert, da nicht allen Defaults d; ein konkreter Wert x; zugeordnet werden

muss und manche x;, k; nicht miteinander verglichen werden kénnen.
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In |2] wird gezeigt, dass LCD-Belieffunktionen die folgenden wiinschens-

werten Eigenschaften haben®, wobei die Default-Basis in den Beispielen die

bekannte Default-Menge {v — f,p — v,p — —f} sei:

e KLM-Rationalitit:'* beinhaltet die Mindestanforderungen an nicht-

monotone Logiken, die aus folgenden Bedingungen bestehen:

— Reflexivitit: ajva

— Links-Aquivalenz: aus a |= o/, o/ = o und al~g folgt o/ 3
— Rechts-Abschwichung: Aus § = 4’ und alj~g folgt apfF

— Oder: Aus aj~y und Sy folgt oV Gy

— vorsichtige Monotonie: Aus aj~( und aj~y folgt oo A B~y
— Schnitt: Aus a A G~y und aj~g folgt afy

e Spezifizitdt: Da Pinguine eine Subklasse aller Vigel sind und die Ei-

genschaft ,Pinguin“ damit spezifischer als die Eigenschaft ,Vogel“ ist,
sollte man aus ,.V6gel konnen fliegen“ und ,,Pinguine kénnen nicht flie-
gen ableiten konnen, dass ein Pinguin, der auch ein Vogel ist, nicht
fliegen kann. Aus p = v, ppo—f und v~ f folgt p A v f.

Irrelevanz: Da die Eigenschaft ,rot“ keinen Einfluss auf die Eigenschaft
des Fliegen-Kénnens hat und damit fiir Schlussfolgerungen, die das
Fliegen-Konnen betreffen, irrelevant ist, sollte man aus ,.Vogel konnen
fliegen“ auch ableiten kénnen, dass rote Vogel fliegen konnen. Irrelevant
sind alle Formeln, die aus Symbolen des zugrundeliegenden Alphabets
bestehen, die in keinem Default vorkommen. Seien «, 3 Formeln, die
aus Symbolen bestehen, die in A vorkommen, z.B. « := v, 3 := f mit
v — f € A, und sei v eine irrelevante Formel, z.B.y := r, wobei ,r* fiir

,rot steht. Dann muss aus afv, 0 auch a A vy, 0 folgen.

9vgl.[2] Kap.7 und Tabelle 2,S.46
OKTLM=Kraus,Lehmann,Magidor
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e keine Blockierung von Vererbung: Aus der Eigenschaft ,Vogel haben

Beine“ sollte man ableiten konnen, dass auch Pinguine, die eine Sub-
klasse der Vogel bilden, Beine haben, und damit diese Eigenschaft ,er-
ben“, da Pinguine nur beiiglich der Eigenschaft , Fliegen-Kénnen® eine
Ausnahme zu ihrer Superklasse ,Vogel“ bilden. Aus der Aussage ,,Pin-
guine haben Beine“ kann man keinen Widerspruch zur Default-Basis
ableiten, und solche Eigenschaften, zu denen nichts Gegenteiliges be-

kannt ist, sollten vererbt werden.

In [2| Abschnitt 7.3 werden alle Defaults, die in Verbindung mit einer
Formel a keine Inkonsistenz verursachen, in einer Menge Free(A U «)
zusammengefasst, und die Nicht-Blockierung von Vererbung kann dann

so formalisiert werden:
wenn a A Free(AU{a}) F 3, dann apv, 0

Zum Beispiel gilt, wenn man den Default v — bein zu A hinzunimmt,
v — bein € Free(AUp), aber v — f & Free(A Up) (wegen Wider-
spruch zu p — —f)

o Ambiguitdtsbewahrung: Aus den Aussagen ,Quéiker sind Pazifisten®

,Republikaner sind keine Pagzifisten“ und ,Nixon ist Quédker und Re-
publikaner sollte man weder ableiten konnen, dass Nixon Pazifist ist,
noch, dass Nixon kein Pazifist ist. Die Ambiguitétsbewahrung kann fol-
gendermafen formalisiert werden: Aus af~v und [j~—v, wobei o und
( unabhingig voneinander sind, also 3 z.B. keine Spezifizierung von «
ist, sollte weder o A S~y noch o A Gj~—y ableitbar sein.

e Syntax-Unabhingigkeit: Schlussfolgerungen sollten nicht von der syn-

taktischen Reprasentation der Default-Basis abhéngen. Wenn man z.B.
eine Default-Regel einfach verdoppelt, sollte das keinen Einfluss auf die
Schlussfolgerungen aus der Default-Basis haben. Wenn beispielsweise in
dem vorigen Beispiel q fiir Quiker und r fiir Republikaner steht, dann

sollten aus A := {¢ — p,r — —p} dieselben Schlussfolgerungen wie
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aus A" :={q — p,q — p,r — —p} gezogen werden. Die Regel ,Quiker
sind Pazifisten“ wird durch Verdopplung nicht wichtiger als die Regel

,Republikaner sind keine Pazifisten“.

Diese Eigenschaften werden nach Satz 10.4.1 direkt auf LCD-c-Représen-
tationen iibertragen, da aus den rk;.4-Funktionen, die man aus den bel;.4-
Funktionen gewinnt, genau dieselben Folgerungen wie aus der jeweils zu-

grundeliegenden bel;.;-Funktion abgeleitet werden.

Alle anderen Logiken aus den Kapiteln 4 bis 7 ausser der von Geffner
haben mindestens eine dieser Eigenschaften nicht.

Aber auch die Geffner-Logik unterscheidet sich von LCD. In |2| Beispiel

11 wird hierzu folgendes Beispiel angegeben:

Die Default-Basis sei A = {dy = T — a,dy =y — ~aAc,d3g =y Ns— —c}.
Es gibt eine Welt w, z.B. wy := a A c A\ s A\ —y, die dy verifiziert und keinen
der Defaults d,, ds falsifiziert. Jede Welt w., die do verifiziert, falsifiziert d;,
und es gibt eine Welt W}, :== y N a N\ —c N\ s, die dy falsifiziert und keinen der
Defaults aus {d,,ds} falsifiziert. Jede Welt ws, die ds verifziert, falsifiziert ds,
und jede Welt W5, die ds falsifiziert, falsifiziert d, oder dy. Deshalb miissen alle
c-Reprasentationen aus den Kapiteln 4 bis 7 wegen des Autodeduktions-Prinzips
(Gleichung 9.5) dem Default d, eine héhere Prioritdt als dem Default dy zuweisen.

ke >0 (10.3)
Ky > Ky (10.4)
Ky > Ky —min{Kk],ky } =Ky — K|
= K3 +K] > Ky (10.5)
Diese Bedingungen werden z.B. durch die Wertzuweisungen x| := 1, ky = 2

und k5 = 3 erfiillt, so dass es fiir alle Logiken aus den Kapiteln 4 bis 7 eine c-
Reprasentation auf der Stratifikation A = {Aq, Ao, As} = {{d1},{d2},{ds5}}
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gibt. Wenn man nun wissen mdchte, ob aus der Formel y N\ s A\ —a folgt: ¢
oder —c¢, dann muss man die zwei Welten w, := y A s A —a A ¢ und w; :=
y/AsA—a/A—c miteinander vergleichen. Beide Welten falsifizieren d,, w,. verifiziert
do und falsifiziert ds, w falsifiziert dy und verifiziert ds. Es folgt k(w.) = k| + k3
und k(wz) = K| + K4 . Alle c-Reprasentationen, die den Logiken aus den Kapiteln
4 bis 7 entsprechen, kénnen aus der Formel y A\ sA—a mit der obigen Stratifikation
A = {{dy},{d2},{ds}} wegen k3 > K, die Formel —c aus A ableiten, wihrend
diese Ableitung in LCD nicht méglich ist:

Die , least-commited‘-Stratifikation der Default-Menge A ist die Stratifikation
A= {A1, Ay} = {{d1,ds},{d2}}. Aus Gleichung (10.4) ergibt sich, dass ry
einer héheren Teilklasse als ki zugeordnet werden muss. Die Gleichung (10.5)
ist z.B. mit den Wertzuweisungen k| := k3 = 2 und k, := 3 erfiillbar, so dass
kg derselben Teilklasse A, wie k| zugeordnet werden kann. Wegen Gleichung
(10.4) gibt es fiir A auch keine ,less commited-Stratifikation als /., denn eine
solche Stratifikation miisste auch dy der Teilklasse A, zuordnen. Dies ist wegen
Ky > K{ nicht méglich.

Man sieht an diesem Beispiel, dass die einzelnen r; nicht unbedingt minimal
sein miissen. Wenn man die ; beziiglich der Stratifikation A;. minimal wahlen
wiirde, dann miisste fiir die Stratifikation {{d,,ds},{d2}} gelten k] = k3 =1
und Ky = 2, aber mit diesen Werten wére die Bedingung i + k5 > kg nicht
mehr erfiillt. Wenn man die x; beziiglich des Autodeduktions-Prinzips minimal
wéhlen wiirde, dann wére k7 = 1 wegen (10.3), k, = 2 wegen (10.4) und k5 = 2
wegen (10.5). Diese Stratifikation {k1}, {2, k3} ist aber nicht ,least commited",
da die Stratifikation A,. ebenfalls die Bedingungen des Autodeduktions-Prinzips
erfiillt und less commited als {r1}, {ko, k3} ist.

Wegen 15 < kg gilt in LCD k(w.) < k(wz), und deshalb gilt in LCD fiir die
gegebene Default-Menge: y A s A—al~, ,c. Da alle anderen Logiken aus derselben
Formel —c ableiten kénnen, ist LCD nicht vergleichbar mit der Penalty-Logik,
dem lexikographischen System, Brewkas bevorzugten Subtheorien oder Geffners

conditional entailment.
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Kapitel 11
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde das von Frau Prof. Kern-Isberner entwickelte Prinzip
der konditionalen Indifferenz vorgestellt. Danach wurden die verschiedenen
Default-Logiken Penalty-Logik, das lexikographische System, Brewkas be-
vorzugte Subtheorien und Geffners conditional entailment vorgestellt, und
es wurde untersucht, inwieweit diese Logiken diesem Prinzip der konditio-
nalen Indifferenz entsprechen bzw. inwieweit c-Reprisentationen eine Basis-

Semantik fiir diese Logiken bereitstellen.

Ausserdem wurde auch der Zusammenhang zwischen den nicht-infinitesi-
malen Belief- und Plausibilitatsfunktionen der Dempster-Shafer-Theorie und
dem Prinzip der konditionalen Indifferenz untersucht, und darauthin wur-
den die infinitesimalen Belief- und Plausibilitdtsfunktionen des BSS-Ansatzes
ebenfalls auf konditionale Indifferenz iiberpriift. Zum Schluss wurde die De-
fault-Logik LCD vorgestellt und der Zusammenhang zwischen LCD und kon-

ditionaler Indifferenz untersucht.

Das Ergebnis des Vergleichs spiegelt sich in der folgenden Tabelle wi-
der, wobei man beriicksichtigen muss, dass das Prinzip der konditionalen
Indifferenz urspriinglich von einer vollstindigen Ordnung auf allen mogli-
chen Welten (2 ausgeht und deshalb auf manche Default-Logiken nur partiell

angewandt werden kann:
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Logik konditional indifferent ?
Penalty-Logik ja

Lexikographische Logik ja

Brewkas bevorzugte Subtheorien partiell

Geffners conditional entailment partiell
DS!-Plausibilititsfunktionen ja

DS-Belieffunktionen ja

infinitesimale Plausibilitdtsfunktionen(BSS) ja

infinitesimale Belieffunktionen(BSS) ja

LCD ja

)
P 5
AN
e

In den Teilen, in denen keine volle Entsprechung moglich ist, liefert das Prin-
zip der konditionalen Indifferenz eine Basis-Semantik fiir alle betrachteten
nicht-monotonen Logiken. Jede Inferenzrelation der betrachteten Logiken

kann durch konditional indifferente Funktionen beschrieben werden.

I DS=Dempster-Shafer
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Geffners conditional entailment, 59
geniigt, 13

Infinitesimal, 89

Irrelevanz, 120

klassische Konditionale, 12
KLM-Rationalitat, 120
Kombinationsregel von Dempster, 70
konditionale Indifferenz, 27
konditionale Struktur, 24
Konditionierungsregel v.Dempster, 76

konsistent, 16

LCD, 109
least-commitment-Prinzip, 116
lex-bevorzugt, 40
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lexikographische Folgerung, 40
lexikographisches System, 39

materiale Implikation, 13

nichtmonotone Regelbeziehung, 12
Normalisierungskonstante, 70

OCF, 15
Ordnung einer infinitesimalen Funk-
tion, 87

Penalty-bevorzugt, 32
Penalty-Logik, 31
Plausibilitatsfunktion, 69
Proto-Infinitesimale, 114

reprasentiert, 15

simple-support-Funktionen, 72
Spezifizitat, 120

Sprache, logische, 11
Stratifikation, 14
Syntax-Unabhéngigkeit, 121
System-Z, 18

toleriert, 14

Vererbung, 121
verifiziert, 13
Vrank, 31

Wahrscheinlichkeitsfunktion, 14
Welt, 12
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