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Eine nicht berechenbare Folge mit niedriger Kolmogorovkomplexitéat

Einfihrung

Dieses Seminar beinhaltet einen Satz aus der berechenbaren Analysis. Die berechenbare Analy-
sis beschaftigt sich mit der tGberabzahlbaren Menge der reellen Zahlen. Dieses Seminar
beschrankt sich gro3tenteils auf die reellen Zahlen innerhalb des Einheitsintervalls.

Zuerst folgt eine kurze Einfuhrung in die Begriffe und Definitionen. Anschlie3end wird der fol-
gende Satz anschaulich bewiesen:

"Es gibt eine rekursiv-aufzahlbare, aber nicht rekursive Menge natirlicher Zahlen derart, daf3 die
charakteristische Folge dieser Menge bis auf eine additive Konstante die gleiche Kolmogo-
rovkomplexitat wie die Folge 0" hat.”

Nach dem Beweis dieses Satzes, der auf den ersten Blick wenig Bezug zur reellen Analysis zu
haben scheint, wird seine Bedeutung in der berechenbaren Analysis gezeigt, also wie die
Kolmogorovkomplexitat einer Folge mit der Berechenbarkeit der reellen Zahlen zusammenhéngt.

Zum Verstandnis des Seminars sind Vorkenntnisse aus der Berechenbarkeit und der berechen-
baren Analysis notwendig, wie sie in einfiihrenden Kursen zu diesen Themen vermittelt werden.
Fur die Berechnung wird hier nicht auf einen speziellen Rechnertyp, sondern auf ein Modell der
Turingmaschine zuruckgegriffen.

Dieser Satz wurde im Jahr 2001 unabhangig von Downey, Hirschfeldt und Nies, siehe [5] und
von Vereshchagin [8] bewiesen.
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2. Vorbereitende Begriffe

In diesem Kapitel werden einige Definitionen und Begriffe vorgestellt. Das meiste ist bekannt aus
friheren Kursen. Einige Definition folgen deshalb, weil sie in unterschiedlichen Unterlagen auch
unterschiedlich benutzt werden. Weiterfiihrende Definitionen folgen im Laufe des Vortrags.

Berechenbare Funktionen
Die Menge der partiell rekursiven Funktionen N & N wird mit P(1) bezeichnet. Die echte
Teilmenge der total rekursiven Funktionen N & N wird mit R(1) bezeichnet.

Definition: rekursiv aufzéhlbare Menge
Eine Menge A I N heilRt rekursiv aufzahlbar, wenn sie die Definitionsmenge einer partiell re-
kursiven Funktion f: N & N ist.

Satz Uber rekursiv aufzahlbare Mengen
Eine nichtleere Menge A ist genau dann rekursiv aufzahlbar, wenn es eine total rekursive
Funktion f gibt mit A = Bild(f).

Die Cantorsche Tupelfunktion
Die Cantorsche Tupelfunktion ist eine total rekursive bijektive Funktion N° N & N.
Sie wird durch eckige Klammern bezeichnet: <x,y> =% *(x +y)(x +y + 1) + y.

Die Standardnumerierungen j undy

Die Standardnumerierung j ist eine surjektive Funktion N & P(1). Jeder natlrlichen Zahl e ist
eine berechenbare Funktion f:I N & N zugeordnet mit der Eigenschaft: f = j (e).

Die Standardnumerierung j erfullt das utm-Theorem und das smn-Theorem.

Die Standardnumerierung y ist eine surjektive Funktion N & {f: | S* & S* | f ist berechen-
bar}. Jeder natiirlichen Zahl e wird eine berechenbare Funktion f :l S* & S* zu geordnet mit
der Eigenschaft f = y (e).

Definition: Folgen Uber S

Eine totale Funktion p N & S heif3t Folge Uber S.

Die Menge aller Folgen iiber S wird mit S bezeichnet

Das Préfix der Lange n einer Folge p = p(0)p(1) ... p(n-1) wird mit p *n bezeichnet.

Sei A eine rekursiv aufzahlbare Menge und C, ihre charakteristische Funktion, dann heif3t Ca
auch charakteristische Folge der Menge A

Definition: Berechenbare und linksberechenbare reelle Zahlen

Eine reelle Zahl x T R heil3t berechenbar, wenn es eine berechenbare konvergente Folge ra-
tionaler Zahlen xi T Q gibt mit der Eigenschaft: |x-x |£2~" furalleil N.

Eine reelle Zahl x T R heilt linksberechenbar, wenn sie der Grenzwert einer berechenbaren
monoton steigenden Folge rationaler Zahlen ist.

In diesem Seminar wird, wenn nicht anders angegeben, nur das binére Alphabet S = {0,1} be-
nutzt.

Definition: Binardarstellung

Die Funktion b: S" & [0;1] mit b(p) := Sum¥=, (p(i) * 2~ ) heiRt Binardarstellung.

In diesem Vortrag wird statt b(p) eine anschaulichere Schreibweise verwendet. Die reelle Zahl
b(p) 1 [0.1] wird mit 0.p bezeichnet.

Die Binardarstellung ist nicht identisch mit der Dualdarstellung reeller Zahlen. Die Binardar-
stellung kann nur Zahlen aus [0,1] darstellen und benutzt nur das binare Alphabet ohne
Dezimalpunkt.
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3. Die Kolmogorovkomplexitat

3.1. Zweck der Definition

Die Kolmogorovkomplexitat beschreibt den "Aufwand” , der notwendig ist, um eine Zeichen-
kette w auf das Ausgabeband zu schreiben, bzw. ob es mdglich ist, das Ausgabewort w
durch ein mdglichst kirzeres Wort v zu beschreiben, wobei beide Worter aus dem gleichen
Alphabet konstruiert sind. Dazu zwei Beispiele aus der Umgangssprache. Benutzt wird in
diesen Beispielen das lateinische Alphabet einschlie3lich Umlaute, Leerzeichen und Ziffern.

Beispiel 1:

Um das Wort w = "Komplexitat” der Lange 11 zu beschreiben, ist folgender Satz v notwen-
dig: "Das Wort w ist ,Komplexitat' ” . Der Satz v ist deutlich langer (27) als das zu
beschreibende Wort w. Nach dieser Definition des Alphabets ist v ein Wort Uber dem Al-
phabet.

Beispiel 2:

Die Zeichenkette v = "Das Wort w besteht nur aus 2hoch200 Nullen” beschreibt das Wort w
der Lange 2"200. In diesem Fall 143t sich das Wort w durch ein wesentlich kiirzeres Wort
beschreiben.

Fur unsere Funktion f, die auf Zeichenketten definiert ist, bedeutet ,Beschreiben’ genau, dal3
die Funktion f als Eingabe das Wort v erhalt und das Wort w ausgibt.

Satz 3.1.:

Sei Gein beliebiges Alphabet mit g>1 Elementen und n > O eine beliebige natirliche Zahl.
Dann gilt:

Nicht jedes Wort w der Lange n 1aRt sich mit einer Funktion f i {S* & S*} durch ein kirze-
res Wort v ausdriicken.

Beweis:
Es gibt g" Worter der Lange n. Die Menge der kiirzeren Worter beschreibt die Summe:

1+ g+d+d .. g™ =sum™ (g')= (9" - 1)/ (g-D).
Esqilt: g" > (g" - 1)/ (9-1).

Um alle g" Worter der Lange n durch kiirzere zu beschreiben, sind genau so viele kiirzere
Beschreibungen notwendig. Es existieren aber maximal (9" - 1)/ (g-1) kirzere Beschrei-
bungen.

Eine "Superfunktion”, die fur alle Worter eine kiirzere Beschreibung liefert, kann es nicht
geben.

3.2. Definition
Sei f:I S* & S* eine berechenbare Funktion und w eine Zeichenkette I S* . Die Kolmogo-
rovkomplexitat beztglich einer Funktion f ist definiert:

Kiw) = {min {|v|| f(v)=w }falls wT Bild(f)
{ ¥ }falls wi Bild(f)

Also liefert K¢ (w) die Lange der kirzesten Zeichenkette v, mit der f die Zeichenkette w pro-
duziert, falls die Zeichenkette w Giberhaupt von f geliefert wird.
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3.3. Prafixfreiheit

Fur die Definition der Kolmogorovkomplexitat wird folgende Einschrankung gemacht:
Fir alle v,w 1 Def(f) mitv * w gilt: v ist kein Prafix von w.
Diese Einschrankung ist aus folgendem Grund zweckmafiig:

Betrachtet wird eine berechenbare Beschreibungsfunktion f T {S* & S*}. Sie bildet endliche
Zeichenketten auf endliche Zeichenketten ab. Die Turingmaschine M; berechnet die Funk-
tion f. Die Turingmaschine M¢ hat ein Eingabe- und ein Ausgabeband. Das Bandalphabet G
besteht aus den Zeichen aus S und einem Leerzeichen B: G= S E {B}. Das Alphabet G mit
einem Leerzeichen ist bei Funktionen auf endlichen Zeichenketten sinnvoll, weil das Leer-
zeichen, das nach dem Ende eines Wortes steht, dessen Ende markiert.

Sei Al S* die nicht préfixfreie Definitionsmenge der Funktion f T {S* & S*}. Dann gibt es
Worter v,w 1 A mit v ist ein Prafix w. Die Turingmaschine My, die auf Eingaben v und w
terminiert, mu nach dem Lesen des Wortes v entscheiden, ob nach v ein Suffix folgt. Dazu
muf} sie Uber das Ende von v lesen und beim Lesen eines Leerzeichens entscheidet sie,
daf3 sie ein Wort v gelesen hat, das zum Definitionsbereich gehort. Falls auf v kein Leerzei-
chen folgt, liest die Maschine M; weiter. Entweder liest sie ein Wort aus dem
Definitionsbereich oder nicht.

Beide Falle sind nicht zufriedenstellend. Wenn auf v ein Leerzeichen folgt, liest die Ma-
schine ein Zeichen mehr als die Lédnge des Wortes v. Wenn auf v kein Leerzeichen folgt,
liest sie weiter und terminiert moglicherweise gar nicht. Bei der Betrachtung der Kolmogo-
rovkomplexitat eines Wortes beztiglich einer Funktion ist aber von Interesse, eine moglichst
kurze Beschreibung zu lesen.

Diese Situation vermeidet man, indem man die Maschine so konstruiert, dal3 sie den Lese-
kopf Gber dem Eingabeband nicht nach links bewegen darf, wie eine Typ 2 Maschine. Die
Konsequenz ist, dal’ kein Wort w in der Definitionsmenge von f enthalten sein kann, wenn
ein Wort v mit v = Préfix(w) in der Definitionsmenge enthalten ist.

Die Einschrankung auf prafixfreie Definitionsmengen hat einen praktischen Hintergrund.
Das Eingabeband wird Nachrichtenkanal betrachtet. Die eintreffenden Nachrichten sollen
mdoglichst simultan Ubersetzt/dekodiert werden.

In diesem Seminar wird die Kolmogorovkomplexitat ausschlief3lich auf Funktionen mit pré-
fixfreien Definitionsmengen angewendet.

3.4.  Selbstbegrenzende und universell selbstbegrenzende Funk-
tionen

Definition: Selbstbegrenzende Funktion
Eine Funktion f :l S* & S* heilt selbstbegrenzend, wenn ihre Definitionsmenge préfixfrei
ist.

Definition: Universelle selbstbegrenzende Funktion

Eine Funktion f heif3t universell selbstbegrenzend, wenn sie selbstbegrenzend und bere-
chenbar ist und fiir jede berechenbare Funktion g :I S* & S* eine Konstante ch N existiert
so daR fir alle w1 S* gilt:

Ki(w) £ Ky (W) + ¢4

Zu beachten ist, daf3 die Konstante cg von der Funktion g abhéngt, aber nicht von der Zei-
chenkette w.
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Satz 3.4.:
Es gibt eine universelle selbstbegrenzende Funktion.

Beweis:

Fur den Beweis wird die Standardnumerierung y und eine wichtige Eigenschaft der Stan-
dardnumerierung, das utm Theorem, benutzt. Die Standardnumerierung y numeriert alle
berechenbaren Funktionen, also auch die Funktionen mit nicht préafixfreier Definitions-
menge.

Deshalb wird eine Numerierung y * aller selbstbegrenzenden berechenbaren Funktionen 1
{S*a S*} definiert:

Jede berechenbare Funktion y . hat eine rekursiv aufzdhlbare Menge als Definitionsmenge.

Die Funktion u, :I N~ S* & S* bezeichnet die (gemaR utm Theorem berechenbare) uni-
verselle Funktion zu y .

Die Definitionsmenge Def(uy) = { (e,w) T N” s |wl Def(y.) } ist rekursiv aufzahlbar
durch eine Funktion f: N & N~ S*. Def(uy) = { f(0), f(1), f(2), ... }

Man definiert: Ag[n] := {w1 S*|(ew)T {f(0), f(1), f (2),...f(n-1)} }.

Die Menge Ac[n] enthdlt fur jede Funktion y . maximal n Zahlen aus ihrem Definitionsbereich
Def (y o).

Es gilt: E,, A¢[n] = Def (ye).

Parallel zur Konstruktion von A¢[n] wird die Menge W,[n] konstruiert. Anfangs gilt: W, [1] =
A [1].

Fur n > 1 wird parallel zu A, [n] die Menge W, [n] nach folgendem Filteralgorithmus kon-
struiert:

Falls W, [n] E {fe(n)} préafixfrei : W, [n+1] := W, [n] E {f(n)}
sonst: : W, [n+1] := W, [n].

We 1= E We[n]
n
Es gilt: W, ist prafixfrei und We I A .

Damit konstruiert man eine Standardnumerierungy: N & { S* & S* | f ist berechenbar und
selbstbegrenzend}. Auf die Definitionsmenge jeder berechenbaren Funktion y . wird der
Filteralgorithmus angewendet, so dal3 eine berechenbare Funktion y ‘. entsteht mit einer
prafixfreien Definitionsmenge.

Es qilt: Falls y ‘e (W) terminiert, gilt: y ‘e (W) = y o (W).

Betrachtet wird eine beliebige berechenbare selbstbegrenzende Funktion g. Aus der Bere-
chenbarkeit von g folgt:

Es gibt eine natirliche Zahl e | N mit der Eigenschaft: g(w) =y ‘e (W).

Definiert wird folgende Funktion f:

f (0°1w) 1=y e (W).

Die Funktion f arbeitet in 2 Phasen.

In der ersten Phase z&hlt sie die Nullen bis eine 1 erreicht ist. In der zweiten Phase berech-
net sie mit der jetzt bekannten Funktion y ‘e = g den Funktionswert g(w).

Die Konstante ¢4 betragt in diesem Fall e + 1 und es gilt:

Ki(w) £ Kg(w) + Cg

Die Funktion f ist universell selbstbegrenzend.

6
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4. Semiberechenbare Semimalie

4.1. Zweck der Definition

Semiberechenbare SemimaRe sind rekursiv aufzéhlbare Mengen i N~ S*. Semiberechen-
bare Semimalie erlauben die alternative Beschreibung der Kolmogorovkomplexitat. Sie
benutzen dabei aber nicht eine spezielle Funktion f sondern eine Menge natirlicher Zahlen,
das erste Tupel von AT N~ S*.

Die folgenden zwei Séatze sind hilfreich fir die Konstruktion von semiberechenbaren Semi-
malfien.

4.2.  Die Prafixungleichung und der Satz von Kraft Chaitin

4.2.1. Die Prafixungleichung

Fur den Beweis der Prafixungleichung benutzt man die MaRfunktion m S & R. Fur
ein Wort w1 S+ ist die MaRfunktion mwie folgt definiert:

mws") =2

Fur eine prafixfreie Teilmenge A | S* ist die MaRfunktion mwie folgt definiert:
MAS") =Sumnmw) = Sum2™
wil A

wi A

Offensichtlich gilt m(S") = 1. Man wahlt A = {0,1} und erhalt m(S") =%+ %.

Satz4.2.1.:
Fiir jede prafixfreie Menge A | S* gilt:

Sum 2 ™I g1

wi A

Beweis:
Es gilt: mMAS") = Sum 2 ™

wil A

Falls gilt ( E wS")=S", dann gilt: mMAS") =1.
wl A

Falls gilt ( E wS") eine echte Teilmenge von S" ist, dann gilt: m(AS") < m(S").
wil A

Also gilt: mAS") £ mS") = 1.

4.2.2. Der Satz von Kraft Chaitin

Satz4.2.2.:
Zu jeder berechenbaren Folge von nattrlichen Zahlen (m;); mit der Eigenschaft:

sum¥ (2™)£1
i=0

gibt es eine berechenbare Folge von Zeichenketten (v;); mit folgenden Eigenschaften:
1. Far alle v;, v mit i,jT N gilt: v; ist kein Préafix von Vi
2. Firalleil Nagilt: | vi | = m;.

Zur Veranschaulichung des Satzes dient der folgende Baum. Der Baum stellt Worter
aus S* dar. Das Wort der Lange n ist der Pfad von der Wurzel bis zu einem Knoten
der Tiefe n. Ist das j-te Zeichen des Wortes eine 0, geht man an der Verzweigung der
Tiefe j nach links, andernfalls nach rechts. Folgt man dem Pfad eines Wortes w, dann
Ubergeht man alle Préfixe des Wortes.

In diesen Baum werden nacheinander Worter v; der Ldnge m; derart eingefligt, daf
kein Wort das Préfix eines anderen ist. Vor dem Einfligen des Wortes v; wird eine
endliche Menge J; natirlicher Zahlen berechnet. Die Elemente der Menge J; geben
an, welche Intervalle im Baum noch "frei” sind fur Worter. Mit der Menge J; sorgt man
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dafir, daf3 neue Worter moglichst platzsparend eingefuigt werden.
Anfangs gilt: Jo = {0}. Im Baum sind noch alle Woérter belegbar. Nach dem Einfligen
eines Wortes v; der Lange n wird Ji,; berechnet, so dal3 folgende Bedingung erfillt ist:

Sum 2" = Sum 2" - 2l

ni Ji+l ni Ji

Die Elemente von Ji;; sind eindeutig bestimmt.

Veranschaulichung mit dem Baum anhand eines Beispiels mit mg = 3, m; = 4, m,=4.
Gesucht ist zuerst ein Wort vO der Lange 3. Im noch freien Baum wird vO = 000 be-
stimmt. Dann werden alle Prafixe (0,00) und alle Worter ,unterhalb‘’ von 000 gesperrt.
Diese stehen jetzt nicht mehr zur Verfiigung. J; wird berechnet:

Sum 2" = Sum 2" - 2°°l =1_18 =7/8 = 1/2+1/4 +1/8
ni Ji ni JO :2—1 + 2—2 +2—3

J1 ={1,2,3}. Das bedeutet: Nach dem Einfligen von v, =000 ist maximal Platz fir je
eine Zeichenkette der Lange 1,2 und 3.

Im Baum wird jetzt ein Wort der Lange 4 eingefligt: Das Wort 0000 ist gesperrt, des-
halb wird v,= 0010 gewahilt.

Sum 2" = Sum 2" - 2"l =7/8-1/16 =13/16 = 1/2+1/4 +1/16
ni J2 ni Ji :2_1+ 2_2+2_4

J>, ={1, 2, 4 }. Es ist maximal Platz fir je eine Zeichenkette der Lange 1, 2 und 4.

Es folgt v, = 0011.
Sum 2" = Sum 2" - 2°V2l =13/116-1/16 =3/4 =

ni J3 ni J2

J; ={1,2}

Lange Beginn der endlichen Kette:
| ——
1 0 1
T~ ~
\ )

VAN AN A VAN
4 v{ \v2 /\ / \

Damit ist gezeigt, dal® sich aus einer Folge nattrlicher Zahlen eine prafixfreie Menge
generieren laRt. Dieser Satz ist bei der Benutzung von semiberechenbaren Semimal3en
wichtig.
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4.3. Die Definition der semiberechenbaren Semimal3e
Definition
Ein semiberechenbares SemimaR ist eine rekursiv aufzahlbare Menge Al N~ S* mit der
Eigenschaft:

Sum2™"£1

nw) T A

Fir eine semiberechenbares Semimalf’ heil3t
KaW) :={ min{n| (nw) 1 A}falls$mmit (mw) A
{ ¥ sonst

die Komplexitat von w beziglich A

Ein semiberechenbares SemimaR U1 N~ S* heil3t universelles SemimaR, wenn es fiir je-
des semiberechenbare SemimaR Ai N~ S* eine Konstante c, gibt, so daR fiir jedes w1 S*
gilt:

Ku(w) £ Ka(w) + Ca

Mit den semiberechenbaren Semimal3en ist eine Méglichkeit gefunden, die Kolmogo-
rovkomplexitat von Zeichenketten zu bestimmen, ohne auf die selbstbegrenzende Funktion
selbst zuriickgreifen zu missen.

4.4. Eigenschaften der semiberechenbaren Semimalde

Die folgenden vier Eigenschaften zeigen die Aquivalenz von semiberechenbaren Semima-
Ren und selbstbegrenzenden berechenbaren Funktionen:

1.

Zu jeder selbstbegrenzenden berechenbaren Funktion f i S* & S* ist die Menge Asi N~
S*mit Af ;= { (|v], f(v) | v Def(f) } ein semiberechenbares SemimaR und es gilt:

Kar (W) = Ky(w) fiir jedes w1 S*

2.
Ist die Funktion f I S* & S* eine universelle selbstbegrenzende Funktion, dann ist
Af:={(|v], f(v)) | v 1 Def(f) } ein universelles SemimaR.

3.
Zu jedem semiberechenbaren SemimaR Ai N~ S* gibt es eine selbstbegrenzengle
berechenbare Funktion f I S* & S* mit der Eigenschaft: K(w) = Ka(w) fur jedes w1 S*

4,

SeiUil N’ S* ein universelles SemimaR, dann ist jede selbstbegrenzende berechenbare
Funktion f S* & S* mit der Eigenschaft K{(w) = Ky(w) fur jedes w1 S*, eine universell
selbstbegrenzende Funktion.

Beweis der Eigenschaften 1 bis 4.

1.
Die Definitionsmenge der Funktion f ist prafixfrei. Mit Satz 4.2.1 folgt, daR fir die Menge
natiirlicher Zahlen A¢* = {|v | |v1 Def(f)} gilt: Sum2" £1

nfAf:

Aus A;* 1aRt sich leicht das semiberechenbare SemimaR A; = (|v|,f(v) | v 1 Def(f) } konstru-
ieren.

2.
Zur universell selbstbegrenzenden Funktion f gibt es fir jede selbstbegrenzende Funktion g
eine Konstante cq, so daid fur alle w gilt: K(w) £ Kg(w) + cg .

9
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Ahnlich wie in Satz 1 konstruiert man ein semiberechenbares Semimaf A; mit der Eigen-
schaft: Kas (W) = Kf(w) £ Kg(w) + ¢4 fur jedes wi S*

Sei G ein beliebiges semiberechenbare Semimalf3. Dann 1&Rt sich nach Satz 3 daraus eine
selbstbegrenzende berechenbare Funktion g konstruieren mit der Eigenschaft: Kq (w) =
Ke(w) fir allewT S*.

Aus Kas (W) = Kew) £ Kg(w) + ¢4 und Kg(w) = Kg(w) folgt fiir die semiberechenbaren Semi-
mafe G und As:

Es gibt eine Konstante cg mit der Eigenschaft: Kas (W) £ Kg(w) + ¢4 .

Ay ist ein universelles SemimalR.

3.
Fur das semiberechenbare Semimalf} A gilt die Summeneigenschaft: (Sur)n A2'” £1

nw) |
Die Menge A = {(mO,w0),(m1,w1),...} ist per Definition rekursiv aufzahlbar. Mit dem Satz
von Kraft Chaitin (4.2.2.) a3t sich aus der Menge naturlicher Zahlen {m0,m1,m2 ... }, die
diese Summeneigenschaft erfillt, eine prafixfreie rekursiv aufzéhlbare Menge von Wartern
(Beschreibungen) {vO,v1,v2 ...} und die rekursiv aufzéhlbare Menge
{(vO,w0),(v1,wl),(v2,w2),..} I S*“ S* konstruieren. Fiir alle i1 N gilt: | vi | = mi.
Die Funktion fo mit der Eigenschaft fa(vi) =wi " i1 N ist berechenbar.

Zu unterscheiden sind 2 Falle:

1. Fall

Fir das Wort w1 S* gibt es ein kleinstes npin mit (Nmin,W) 1 A. Dann gilt Ka(w) = Npin.

Mit obigem Algorithmus wird zu nm, ein kiirzestes Wort v der Lange np, konstruiert. Es gilt:
fa (v) =w. Das Wort v ist das kirzeste Wort mit der Eigenschaft fa (v) = w.

Damit gilt: Kia (W) = |V| = Nimin

2. Fall
Fir das Wort w1 S* gibt es keine Zahl n mit (n,w) I A. Dann konstruiert obiger Algorith-
mus kein Wort v mit f(v) = w und es gilt:

KA(W) = ¥ y KfA(W) = ¥ .

In beiden Fallen gilt: Ka(w) = Ki(w).

4,

Sei U ein universelles Semimal3. Dann gibt es fir jedes semiberechenbare Semimald A eine
Konstante c, mit der Eigenschaft: Ky(w) £ Ka(w) + ca fur allew |l S*. (1)

Mit Satz 3 wird zum semiberechenbaren Semimal3 U die selbstbegrenzende berechenbare

Funktion fy T { S* & S* } mit der Eigenschaft: Kyy(w) = Ky(w) fiir alle w1 S* konstruiert. (2)
Mit Satz 1 konstruiert man zu einer beliebigen selbstbegrenzenden berechenbaren Funktion
g ein semiberechenbares Semimaf} A mit der Eigenschaft Kq(w) = Ka(w) fur alle wi S* (3)

Aus (1) und (2) folgt: Kiy(w) = Ky(w) £ Ka(w) + cafir allewT S*.
Aus (3) folgt: Ka(w) = Kg(w) fiir allew T S*.

Es qilt fur alle selbstbegrenzenden berechenbaren Funktionen g gibt es eine Konstante cg
mit

Kiu(w) £ Kgq(w) + ¢ . Die Funktion fy ist universell selbstbegrenzend.
Diese vier Satze zeigen die Aquivalenz von semiberechenbaren SemimaRen und selbstbe-

grenzenden berechenbaren Funktionen bzw. universellen Semimaf3en und universellen
selbstbegrenzenden Funktionen.
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5. Die Kolmogorovkomplexitat und unendliche Zeichenketten

Bisher wurde nur die Kolmogorovkomplexitéat von endlichen Zeichenketten definiert. Folgen sind
unendliche Zeichenketten. Deshalb ist eine Definition notwendig.

5.1. Definition

Sei p eine Folge I S" und f eine universelle selbstbegrenzende Funktion S* & S*.
Die Funktion, die jedem Prafix p® n der Folge die Kolmogorovkomplexitat K¢(p ~ n) zuord-
net, heilt Kolmogorovkomplexitat der Folge p bezlglich der Funktion f.

Gibt es eine Konstante ¢ T N und gilt fiir jedes n T N: Ki(p ~ n) £ K¢{(w) + ¢ fur jedeswi S",
dann bezeichnet man p als Folge mit niedriger Kolmogorovkomplexitat.

5.2. Berechenbare Folgen

Satz 5.2:
Berechenbare Folgen haben eine niedrige Kolmogorovkomplexitét.

Der folgende Beweis des Satzes arbeitet mit semiberechenbaren Semimalf3en statt mit
selbstbegrenzenden Funktionen.

Beweis:

Sei Ui N~ S*ein universelles SemimaR und p eine berechenbare Folge. Konstruiert wird
abhéangig von der Folge in Stufen (n) ein semiberechenbares Semimald A. A ist anfangs
leer.

Da die Folge p berechenbar ist, kann man jedes Prafix der Folge hinschreiben.
Fir jedes Element (k,w) T U wird ein entsprechendes Element (k,p™ |w|) zur Menge A hin-

zugefugt.
Damit gilt: K (p*n) £ min { Ky |wT S*und |w]=n} (1)
Es gilt auch Ky(p™n) £ Ka (p™n) + Ca (2)

Aus (1) und (2) folgt: Ky(p™*n) £ min { Ky(w) | wi S*und |[w|=n}+ca.

Man beachte, dal3 die Konstante c, vom semiberechenbaren Semimaf3 A und damit von
der Folge p abhangt.

Berechenbare Folgen haben eine niedrige Kolmogorovkomplexitat.

5.3. Eine nichtberechenbare Folge
Dieses Kapitel enthalt den Beweis des folgenden Satzes:

Satz 5.3.:

"Es gibt eine rekursiv-aufzahlbare, aber nicht rekursive Menge naturlicher Zahlen derart,
daf3 die charakteristische Folge dieser Menge bis auf eine additive Konstante die gleiche
Kolmogorovkomplexitat wie die Folge 0" hat.”

5.3.1.Prinzip des Beweises

Der Beweis der niedrigen Kolmogorovkomplexitat fur eine rekursiv aufzahlbare, aber
nichtberechenbare Folge unterscheidet sich von dem fur eine berechenbare Folge.
Eine nichtberechenbare Folge kann man nicht hinschreiben. Deshalb wird eine rekur-
siv aufzéhlbare, nicht rekursive Menge A in Stufen konstruiert und fir deren
charakteristische Folge C, die Kolmogorovkomplexitat bestimmt.

Die Menge A wird in Stufen n konstruiert, parallel dazu ein semiberechenbares Se-
mimaR B, das sich aus zwei Teilmengen B1 E B2 zusammensetzt.

11
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5.3.2. Definitionen
Fur die Beweisfihrung werden folgende Definitionen benutzt:

We I N :=Def(j ) Definitionsbereich der Funktionj .1 P(1)
U I N” S* ein universelles SemimaR.
A I N die zu konstruierende rekursiv aufzahlbare, nicht rekursive Menge.

B,B1,B2i N~ S*, B =B1E B2 istdas zu konstruierende semiberechenbare Se-
mimal3.

Da U eine nichtleere rekursiv aufzdhlbare Menge ist, gibt es eine total rekursive
Funktiong: N &a N~ S*mit U ={g(0), g(1) ,... }. Die Funktion g zahlt die Menge U
rekursiv auf.

uln] :={g(0), 9(1) ... 9(n-1) }.

Da Def(uj ) eine nichtleere rekursiv aufzahlbare Menge ist, gibt es eine total rekursive
Funktionh1 {N & N N}, die den Definitionsbereich der universellen Turing-
maschine (utm) rekursiv aufzahlt.

Def(uj ) ={h(0),h(2), ... }. Die Funktion h zahlt die Def(uj ) rekursiv auf.

Wen]={kT N|(ek 1 {h(0), h(1), ... h(n-1)}.
Fir alle Zahlen kT W, [n] gilt: uj (e,k) existiert und uj (e,k) =j (k).

We[n], U[n], A[n], B1[n], B2[n] bezeichnen jeweils endliche Teilmengen der rekursiv
aufzahlbaren Mengen W, U, A, B1, B2. Der Index n ist die Stufe und gibt an, dai3
We[n], U[n], A[n], B1[n], B2[n] jeweils die Elemente enthalten, die bis zur Stufe nin
die Mengen aufgezahlt wurden. Sie enthalten jeweils hdchstens n Elemente und sind
uniform rekursiv.

Der Algorithmus pruft bei jeder Stufe n die Mengen A[n], U[n], W¢[n], die sich mdgli-
cherweise von den Mengen A[n-1], U[n-1], W¢[n-1] unterscheiden, auf Enthaltensein.
Die Entscheidung, ob ein Paar (k,w) T N~ S* U[n] oder eine natiirliche Zahl k in A[n]
oder W[n] enthalten sind, héangt von n ab, im Fall W¢[n] von n und e.

Die Entscheidung mul3 abhangig von n, bzw. e und n getroffen werden kénnen.

Die Mengen

{(kw,n)T N” S*" N|(kw)T U[n]},

{(kn)T N" N|kT A[n]},

{(ken)T N° N N|kT Wen] },

{(kw,n)T N” S*" N|(kw) 1T B1[n]},

{(kw,n)T N” S*" N|(kw) 1 B2[n]}

sind rekursiv.

Beweis fir { (ke,n)T N~ N N|kT Wn] ¥

Mit der Funktion h IaRt man sich {h(0], ... h(n-1) }T N~ N aufzahlen. Diese endliche
Menge untersucht man auf das Paar (e,k). Damit ist eine berechenbare charakteristi-
sche Funktion gefunden.

5.3.3. Beweis
Verwendet wird folgender Algorithmus:

Zu Beginn gilt n = 0 und A[0] = {}, B1[0] = {}, B2[0] :={}.

Fur jedes n > 0 wird eine Zahl e £ n gesucht, die folgende 3 Bedingungen erfullt:

L We[n] C Aln—1] = §

2.8kl N: <ek>1 We[n]

3.Sum 27 (-Ky[n] (0)) £%*(27°) Die Summierung geht tiber alle i mit der
! Eigenschaft: i 3 <ek> UKy[n](0) < ¥

Erklarung zu den 3 Kriterien:

Gesucht wird ein neues Element fir die Menge A[n]. Fir jede berechenbare Funktion
j e soll A hochstens ein Element <e,k> enthalten, falls ein solches existiert (1. und 2.
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Bedingung). Sobald A ein Element <e,k1> enthélt, wird kein zweites Element <e,k2>
mit k2 > k1 dazugefugt.

Die Bedingung 3 dient dazu, die Komplexitat der Teilketten der berechenbaren Folge
0" beziiglich der Menge U[n] nach oben abzuschatzen. Diese Bedingung ist fir die
Konstruktion der Menge B2 notwendig. Der Faktor ¥z ist notwendig, weil 2 Mengen
B1 und B2 konstruiert werden. In der Menge B1 wird auch ein Faktor % eingefugt.
B2 und A werden erweitert, genau dann, wenn ein Paar <e,k> gefunden wurde. Wird
in Stufe n kein passendes Paar <e,k> gefunden, dann gilt: A[n] := A[n-1].

B1 kann in beiden Fallen erweitert werden.

Erweiterung von B2 und A

Falls eine Zahl e mit einer passenden Zahl k gefunden wurde, gibt es ein kleinstes ke,
das die Bedingung 2 erflillt. Es werden zusétzlich folgende Schritte auf den Mengen
B2 und A ausgefihrt:

B2[n] := B2[n-1] E { (Kup (0), Cap Mi] i3 <ek> UK ypy (0')< ¥}
A [n]:=A[n-1] E { <e,ke>}

B2 wird erweitert um Prafixe der charakteristischen Folge Ca der Lénge i, wobei die
Zeichenkette 0' die Bedingung 3 erfillen muR. Jedes Paar (X, Capy " i), das der
Menge B2[n] dazugefuigt wird, hat ein entsprechendes Element (x,0) aus U[n] mit
derselben natirlichen Zahl x und einer Zeichenkette der gleichen Lange i.

Erweiterung von B1
Unabhéngig davon, ob eine Zahl e mit einer passenden Zahl k gefunden wurde, die
obige 3 Bedingungen erflllen, wird folgender Schritt auf der Menge B1 ausgefihrt.

B1[n] := B1[n-1] E {(len + 1, Cap ™) | (len, Oi)T U[n]\ U[n-1] }.

Falls (len, Oi) mit dem (n+1) ten Element von U Ubereinstimmt, wird B1 erweitert um
das Paar (len + 1, Cpo N ).

Die unendlichen Mengen A und B erhélt man:
A:=E Aln], B:= E (B1[n]E B2[n]).
ni N

niN
Die Mengen A und B werden durch obigen Algorithmus rekursiv aufgezahlt.

Satz 5.3.3.a:
Die Komplementmenge N\ A ist nicht rekursiv aufzahlbar.

Beweis durch Widerspruch:

Annahme: N\ A ist rekursiv aufzéhlbar.

Dann gibt es eine partiell berechenbare Funktion j . T P(1) mit N\ A = Def(j ). Be-
trachtet wird eine natirliche Zahl <e,k> mit einer beliebigen natirlichen Zahl k. Diese
Zahl wird der Menge A[n] in einer Stufe n zugefiigt, wenn sie die 3 Bedingungen er-
fiillt, also auch <e,k>1 W,.. Nach der Annahme gilt aber W, = N/ A.

Deshalb gilt: <e,k>1 N\ A,

Die Summe
2 -Kue) 2 -Ku(0) 2 -Ku(00) 2-Ku(000) +...£1

ist nach oben begrenzt, weil U ein universelles Semimal} ist. Von dieser Summe ent-
fernt man die ersten endlich vielen Summanden, um die obere Grenze zu verkleinern.
Gesucht ist ein k, das die folgende Bedingung erfillt:

i > <e,k>: 2—Ku(0i) + 2—Ku(0 i+ 1) +2 -Ku(0 i+2) + £]/2*2—e. (3*)

Ist ein genligend grof3es k gefunden, dann erflllt <e,k> beim Konstruieren der Men-
gen A[n], B1[n] und B2[n] die Bedingungen 1 und 3:

13



Eine nicht berechenbare Folge mit niedriger Kolmogorovkomplexitéat

Die Bedingung 1 deshalb, weil laut Annahme W, C A ={}.
Die Bedingung 3 deshalb, weil k genau so gewahlt wurde, dal? es obige Bedingung
(3*) erfullt, die strenger ist als Bedingung 3.

Betrachtet wird nun Bedingung 2. Aus <e,k>1 W, folgt, daR nach endlich vielen
Stufen n, also fiir ein gentigend groRes n gilt: <e,k>1 W,[n]. Fir ein geniigend gro-
Res n sind also die Bedingungen 1,2 und 3 erflillt und die Zahl <e,k> wird ein Element
von A[n] kann deshalb kein Element von N\ A sein.

Aus diesem Widerspruch folgt, daf3 N \ A nicht Definitionsmenge einer berechenbaren
Funktion ist.

Also gilt: N \ A ist nicht rekursiv_aufzéhlbar. A ist nicht rekursiv.

Satz 5.3.3. b:

Die Menge B ist ein semiberechenbares Semimal.
Beweis:

Sum (2 '")£ Sum@2~') + Sum (27")

(Lwi B (w7 B1 (w7 B2

Sum (27" —Sum(2 D y=1* sum2(™ ') £ %

(Lwi Bl (Lw (w)i U

Die Konstruktion jedes Elements ( X, Cay M ) der Menge B1[n] mit der natdrlichen
Zahl x = (I+1) garantiert hier den Faktor Y.

Sum (27 £ Sum B2 %) E Y
(,w)1 B2
Diese Ungleichung ist durch Bedingung 3 garantiert.
Esgil: Sum (2 )£ %%+ % =1.
(,w)T B1

Also gilt: B ist ein semiberechenbares Semimali.

Satz 5.3.3.c:
Mit dem semiberechenbaren SemimalR B und dem universellen Semimald U gilt fur
jedesiTN:

Kg(Ca M) £ Ky (0) + 1

Beweis:

Betrachtet wird das Prafix C " i der nichtberechenbaren Folge C, . Betrachtet werden
auRerdem 2 Stufen n, m 1 N. Die Zahl n sei die gréRRte Zahl mit folgender Eigen-
schaft:

Stufe n:

Bei Stufe n wird die Menge A um ein Element <e,k> < i erweitert, also <e,k>1 A[n]\
A[n-1]. Die Zahl n ist die letzte Stufe, bei der A um eine Zahl <e k> < i erweitert wird.
Falls A Gberhaupt keine Zahlen < i enthalt, wird n per Definition gleich O gesetzt.

In beiden Fallen (n=0, n* 0) gilt: CA[n] i = Ca™i .

Stufe m:

U ist ein universelles SemimaR, deshalb gilt Ky(0') < ¥ und es gibt ein k > 0 mit Ku(0')
= k. Falls es mehrere Paare (k1,0'), (k2, 0') ... T U gibt, giltk=min{k|(k, 0')T U}
Aus _KU(O') =k folgt die Existenz einer Zahl m 1 N mit der Eigenschaft:

(k, 0')T U[m]\ U[m-1] = g(m-1).
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Abhé&ngig von n und m sind 2 Falle zu unterscheiden:

m3n
In Stufe m greift die Bedingung zur Erweiterung von B1[m]. (k, 0 )T U[m]\U[m-1] =
g(m-1). B1[m] wird erweitert um (k+1, Cap i) = (k+1, Ca ™).

m<n

In Stufe m wird B1[m] erweitert um ein Element (k+1, Cam ™ i). Aber in diesem Fall
(m < n)ist Capy M1 nicht identisch mit Ca i .

Danach wird in Stufe n B2[n] erweitert. In dieser Stufe ist die Kolmogorovkomplexitéat
Ky(0) aus Stufe m bereits bekannt. B2[n] wird erweitert um (k, Ca " i).

In beiden Fallen gilt, wegen B=B1E B2: Kg(CaMN)Ek+1.

Die charakteristische Folge der rekursiv_ aufzahlbaren, aber nicht rekursiven Menge A

i N, hat eine niedrige Kolmogorovkomplexitit.
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6. Kolmogorovkomplexitat und reelle Analysis

Bisher fehlte der Bezug zur reellen Analysis. Der soll hier kurz dargestellt werden.
Zeichenfolgen werden verwendet, um reelle Zahlen darzustellen. Hier wird nicht die Cauchydar-
stellung sondern die Binardarstellung verwendet. Ein Kriterium fir reelle Zahlen ist, wie genau
man sie durch berechenbare Folgen rationaler Zahlen approximieren kann. In diesem Zusam-
menhang ist die Dominanzrelation definiert.

6.1.

6.2.

6.3.

Die Dominanzrelation

Seien (a&); und (b;); zwei monoton steigende Folgen rationaler Zahlen mit den reellen Grenz-
werten a und b. Die Grenzwerte a und b werden durch kleinere Zahlen von links
approximiert, ohne daf? die Konvergenzgeschwindigkeit bekannt ist.

1. (a;); dominiert iber (b)) . wenn es eine Konstante ¢ T N gibt, so daR fur alle i T N gilt:
c*(@a-a) 3 (b- b
2. Seien jetzt a und b zwei linksberechenbare Zahlen. a dominiert Gber b, wenn es zwei
monoton steigende berechenbare Folgen rationaler Zahlen (a;); und (b;); mit den
Grenzwerten a und b gibt, so dal3 (a); iber (b));, dominiert.

Die Dominanzrelation (a dominiert b) gibt an, ob sich aus einer monoton steigenden Folge
rationaler Zahlen, die gegen den Grenzwert a konvergiert, eine andere monoton steigende
Folge rationaler Zahlen, die von unten gegen den Grenzwert b konvergiert — bis auf einen
konstanten Faktor - berechnen Iaft.

Die Dominanzrelation ist reflexiv und transitiv.

Die Aquivalenzrelation

Mit Hilfe der Dominanzrelation der rationalen Folgen laRt sich eine Aquivalenzrelation tiber
rationalen Folgen und entsprechend uber reelle Zahlen definieren, die gegenseitige Domi-
nanz:

Zwei reelle Zahlen a und b heil3en &quivalent, wenn a tiber b dominiert und b Uber a domi-
niert.

Die gegenseitige Dominanz ist reflexiv, transitiv und symmetrisch und deshalb eine Aqui-
valenzrelation.

Die Aquivalenzklassen

Die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation sind jeweils alle linksberechenbaren Zahlen,
die &quivalent sind.

Die berechenbaren reellen Zahlen sind durch berechenbare monoton steigende rationale
Folgen beliebig genau zu approximieren. Jede berechenbare Zahl dominiert tiber jede an-
dere berechenbare Zahl. Diese Folgen liegen deshalb in einer Aquivalenzklasse. Andere
Folgen liegen nicht in dieser Aquivalenzklasse. Diese Aquivalenzklasse heiR3t kleinste Aqui-
valenzklasse, weil es keine reellen Zahlen auBerhalb dieser Klasse gibt, Uiber die Zahlen in
dieser Aquivalenzklasse dominieren.
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Kolmogorovkomplexitat und Dominanz

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Kolmogorovkomplexitat und der Dominanz
von Folgen? Sowohl die Kolmogorovkomplexitat als auch die Dominanz sagen etwas aus
Uber die Qualitat von Folgen bzw. die reellen Zahlen, die durch diese Folgen dargestellt
werden.

Seienpund q1 S" zwei Binarfolgen und die Binarnamen der zwei linksberechenbaren
Zahlen 0.pund 0.q .

Falls 0.p tber 0.q dominiert, dann gilt fur die Kolmogorovkomplexitat der beiden Folgen mit
dem universellen Semimalf3 U: Es gibt eine natirliche Zahl ¢ mit der Eigenschaft:

Ku(a™n) £ Ky(p "n) + c.

Mit der reellen Zahl p 1aR3t sich — bis auf eine Konstante — die Zahl g mindestens genauso
gut approximieren. Die Folge der mindestens genauso approximierbaren Zahl g hat vergli-
chen mit p die — bis auf eine Konstante — mindestens genauso gute oder bessere
Kolmogorovkomplexitat. Auf den relativ aufwendigen Beweis aus Dokument [2] wird hier
verzichtet.

Betrachtet wird nun die "beste” Klasse der Aquivalenzrelation:

In der kleinsten Aquivalenzklasse liegen genau die berechenbaren reellen Zahlen. Und die
charakteristischen Folgen der berechenbaren Zahlen haben eine niedrige Kolmogorovkom-
plexitat (Kapitel 5.2.).

In Kapitel 5.3.3. ist gezeigt, daf3 es auch eine nichtberechenbare Zahl gibt, deren charakte-
ristische Folge eine niedrige Kolmogorovkomplexitat hat.

Ist Ca die charakteristische Folge der rekursiv aufzéhlbaren, aber nicht rekursiven Menge A,
dann ist C, der Name einer linksberechenbaren, aber nicht berechenbaren Zahl aus dem
Intervall [0;1].

Die Menge der Folgen, die eine niedrige Kolmogorovkomplexitat haben ist eine echte

Obermenge der Folgen, die in der kleinsten Aquivalenzklasse, der Menge der berechenba-
ren Folgen, liegen.
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